
Механіка та математичні методи / 
Mechanics and mathematical methods 

 VI/2/2024 

Стор. 6-17 / Page 6-17 

 

 

Кононов Ю. М. 
https://doi.org/10.31650/2618-0650-2024-6-2-6-17   6 

 

УДК 531.36, 531.38 
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Анотація: На підставі відомих рівнянь руху системи зв'язаних гіростатів П. В. Харламова і 
функції стану С. Л. Соболєва виведені рівняння обертання вільної системи двох пружно 

пов'язаних гіроскопів Лагранжа, один із яких має довільну осесиметричну порожнину 
повністью заповнену ідеальною нестисливою рідиною. Тверди тіла з’єднані пружним 
відновлювальним сферичним шарніром. Виведено трансцендентне характеристичне рівняння 
збуренного рівномірного обертання розглядованної механічної системи. З урахування 
основного тону коливання рідини отримано характеристичне рівняння п’ятого порядку. На 
підставі критерію Льєнара – Шіпара, записаного в іннорному вигляді, виписані у вигляді 
системи чотирьох нерівностей необхідні умови стійкості рівномірного обертання гіроскопів 

Лагранжа та рідини. Відносно коефіцієнта пружності ці нерівності моють відповідно 1, 3, 6 та 8 
ступені. Проведені аналітичні дослідження старших коефіцієнтів умов стійкості. Показано, що 
коли центр мас першого твердого тіла з рідиною або другого не співпадають з загальною 
точкою цих тіл, то при досить великих значення коефіцієнта пружності завжди будуть виконані 
необхідні умови стійкості. При відсутності пружності у шарнирі характеристичне рівняння  має 
двократний нуловий корінь і в цьому разі умови стійкості потребують додаткових досліджень. 
Отримані умови стійкості є точними для еліпсоїдальної порожнини і наближеними для інших 

осесиметричних порожнин. Для уточнення отриманих умов стікості в цьому разі потрібно 
враховувати додаткові тони коливання ідеальної рідини. 

 

Ключові слова: вільна системи двох гіроскопи Лагранжа, ідеальна рідина, пружний 
сферичний шарнір, рівномірне обертання, необхідні умови стійкості. 

 

ON THE STABILITY OF THE ROTATION OF THE FREE 

SYSTEM OF TWO ELASTIC LAGRANGE GYROSCOPES, ONE  

OF WHICH HAS AN IDEAL LIQUID 
 

Yu. Kononov1  
1Institute of Applied Mathematics and Mechanics of the National Academy of Sciences of Ukraine 

Abstract: On the basis of the known equations of motion of the system of coupled gyrostats by 
P. V. Kharlamov and the state function by S. L. Sobolev, the equations of rotation of a free system of 
two elastically coupled Lagrange gyroscopes were derived, one of which has an arbitrary 
axisymmetric cavity completely filled with an ideal incompressible fluid. The rigid bodies are 
connected by an elastic restoring spherical hinge. A transcendental characteristic equation of the 
perturbed uniform rotation of the mechanical system under consideration is derived. Taking into 
account the fundamental tone of the fluid oscillation, a characteristic equation of the fifth order is 
obtained. On the basis of the Liénard – Chipart criterion written in the inor form, the necessary 
conditions for the stability of the uniform rotation of the Lagrange gyroscopes and the fluid are written 

out as a system of four inequalities. With respect to the elasticity coefficient, these inequalities have 
degrees 1, 3, 6 and 8, respectively. Analytical studies of the leading coefficients of these stability 
conditions are carried out. It is shown that when the center of mass of the first solid body with liquid 
or the second does not coincide with the common point of these bodies, then at sufficiently large 
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values of the elasticity coefficient the necessary stability conditions will always be satisfied. In the 
absence of elasticity in the hinge, the characteristic equation has a double zero root and in this case the 
stability conditions require additional studies. The obtained stability conditions are exact for an 
ellipsoidal cavity and approximate for other axisymmetric cavities. To clarify the obtained glass 
conditions for these voids, it is necessary to take into account additional tones of oscillation of an ideal 
liquid. 

Keywords: the free system of two gyroscopes of Lagrange, an ideal liquid, an elastic spherical 
hinge, uniform rotation, the necessary conditions for stability.   
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 ВСТУП 

Данна стаття узагальнює результати роботи [1] на випадок, коли один із гіроскопів 

Лагранжа має довільну осесиметричну порожнину повністью заповнену ідеальною 

нестисливою рідиною. На підставі відомих рівнянь П. В. Харламова і функції стану 

С. Л. Соболєва отримано трансцендентне характеристичне рівняння збуренного 

рівномірного обертання розглядованної механічної системи. З урахування основного 

тону коливання ідеальної рідини отримано характеристичне рівняння п’ятого порядку 

ій проведено його аналітичне дослідження. У статті [1] преведено дуже добрий огляд 

робіт по досліджєнню динаміка та стійкість руху систем зв'язаних твердих тіл та систем  

твердих тіл з рідиною. Доповнимо цей огляд тільки останніми та необхідними 

статтями.  

У статтях [2, 3] та багато інших дослідження обертання твердого тіла та ідеальної 

рідини проводилися одночасно з рішенням рівнянь у частинних похідних, що дуже 

ускладнювало ці дослідження. Тому досить повно було проаналізовано лише випадок 

еліпсоїдальної порожнини. У роботах [4-6] аналогічні дослідження були проведені на 

підставі модального аналізу. Було отримано зліченну систему ЗДР, коефіцієнти яких 

визначаються рішеннями крайових задач гідродинаміки, які не залежать від часу та 

параметрів обертального руху твердого тіла. Таке відділення тимчасової координати 

від просторових координат дозволяє розглядати довільний збурений рух твердого тіла, 

а рішення крайових завдань знаходити для порожнин довільної форми. Отримані 

крайові задачі мають щільний спектр власних значень, розташованих на позитивній та 

негативній частинах дійсної осі. Наведено аналітичне рішення цих крайових завдань 

для еліпсоїдальної, софокусно-еліпсоїдальної, циліндричної та конічної порожнин. 

Побудовані області нестійкості рівномірного обертання вільного твердого тіла з 

рідиною для еліпсоїдальної та циліндричної порожнин. Зроблено висновок про 

стійкість обертання твердого тіла щодо осі з найбільшим моментом інерції та слабкої 

нестійкості, крім головних областей сильної нестійкості при обертанні щодо осі 

найменшого моменту інерції. Показано, що у разі еліпсоїдальної порожнини та 

порожнини, утвореної софокусними еліпсоїдами обертання, з нескінченного спектру 

власних частот збуджується єдина гармоніка, а у разі циліндричних та конічних 

порожнин цих гармонік нескінченно багато. Слід зазначити добрий кількісний збіг 

теоретичних розрахунків [2-5] з експериментальними даними [6, 7]. 

На підставі відомих рівнянь руху системи гіростатів П. В. Харломова [8] і роботи 

[9] у статтях [10, 11] були узагальнені результати робіт [2-6] на системи зв’язаних 

твердих тіл з ідеальною рідиною. В монографії [12] з єдиних позицій викладено підхід 

до задач про рух систем твердих тіл. Розглянуто моделі, що допускають різноманітні 

з'єднання тіл та їх загальні просторові рухи. Стаття [13] присвячена дослідженню 

стійкості рівномірних обертань у середовищі з опором  вільної системи двох твердих 

тіл, з’єднаних пружним відновлювальним сферичним шарніром. У роботі [14] показана 

можливість стабілізації нестійкого обертання у середовищі з опором гіроскопа 

Лагранжа з ідеальною рідиною другим гіроскопом. В [15] представлений уніфікований 

і добре розроблений підхід до динаміки кутових рухів твердих тіл, що зазнають 

моментів збурення різної фізичної природи. В статті [16] розглянуто рух навколо 

центру мас сфероїда з порожниною, заповненою в’язкою рідиною. Асимптотичний 

підхід дозволяє отримати деякі якісні результати та описати нелінійну еволюцію 

кутового руху за допомогою спрощених усереднених рівнянь. 

У даній статті продовжуються дослідження стійкості руху вільної системи двох 

твердих, які були розпочаті в роботах [1, 9-14]. Слід зазначати, що в роботах [9-12, 14] 

був застасован пружний шарнір Гука, а в статтях [1, 13] – пружний сферичний шарнір. 

У цій статті враховуються такі властивості пружного сферичного шарніра, які 
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забезпечують рівність проекції кутових швидкостей гіроскопів на їхні осі симетрії. Це 

дозволяє дослідити вплив пружності шарніра на стійкість рівномірного обертання всієї 

системи. 

 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ. ОСНОВНІ РІВНЯННЯ 

Розглянемо вільний рух двох пружно зв’язаних осесиметричних твердих тіл 1S  i 

2S . Твердо тіло 1S  має осесиметричну порожнину  , яка повністью заповнена 

нестисливою ідеальної рідиною. Тілами 1S  і 2S  мають спільну точку 2O . Розглядувана 

механічна система є системою гиростатів. Запишемо теорему про зміну моменту 

кількості руху і кількості руху для тіла iS   1,2i  . Для цього звільнимось від в'язів в 

точках 2O . Позначимо через 2R  і 2L  головний вектор і головний момент сил реакції 

в'язі, що діють на тіло 1S  з боку тіла 2S . Рівняння руху центру мас та рівняння зміни 

моменту кількості руху тіла iS  відносно центру мас тіла, точки iC  мають вигляд [8-10, 

13, 14]:  

1;i i i i im   V F R R               (1) 

   1 1( 2 )i i i i i i i ii         J ω λ M L L c R R     1,2i  .      (2) 

Тут iJ  – центральний тензор інерції твердого тіла 1S з рідиною і відповідно 

твердого тіла 2S ; d


  λ r u – гіростатичний момент рідини; u – вектор відносної 

швидкості рідини в порожнині i ; iω – кутова швидкість твердого тіла iS ; 1 2m m m   – 

маса всієї системи, 1 1 2C Oc , 2 2 2O Cc , 1 3 0 R R , 1 3 0 L L ; точкою « » 

позначена абсолютна похідна.  

Система рівнянь (2), з урахуванням (1), буде мати вигляд: 

 1 1 1 2 1 2 1 1 2 2 2( ) ;m m m m      J ω λ M L c F F f  

 2 2 2 2 2 2 1 1 2 2 2( ) ,m m m m     J ω M L c F F f                (3) 

де 2 1 1 1 2 1 2.m m   f ω c ω c  

Зв’яжемо з кожним із тіл iS  незмiнно базис 1 2 3
i i i

e e e  з вершиною в точці iC , осi 

якого направимо по головних осях тензора інерції iJ  i введемо нерухомий базис 

0 0 0
1 2 3e e e , вектор 0

3e  якого протилежний вектору прискорення вільного падіння. Будемо 

вважати, що треті головні осі інерції проходять для тіл 1S  і 2S  через точку 2O , тобто 

будемо вважати, що центр мас тіл iS  лежить на цих осях. Нехай тверди тіла 1S  i 2S  

пов’язані в точці 2O  пружним відновлювальним сферичним шарніром 

(  2 1 2 1 2 , 0k k   L c c c c ), який буде частково моделювати пружний шарнір Гука 

( 01 02 0    ), де 0i i i  ω c . 

Векторнi рівняння (3) в проекцiях на осi рухомого базису 1 2 3
i i i

e e e  приймуть вигляд: 
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12 12 2 2 12 21
1 1 1 1 1 1 2 2 2 22 2 2 2 21 2 2 23 321( ) ( ) ( ) ( ) ;A p C A r q p r q q r p p q Q k                

 

12 12 2 2 12 21
1 1 1 1 1 1 2 2 2 12 2 2 2 11 2 2 13 312( ) ( ) ( ) ( ) ;A q C A r p p r q q r p p q Q k                

 
 

21 21 2 2 21 21
2 2 2 2 2 2 1 1 1 22 1 1 1 21 1 1 23 32( ) ( ) ( ) ( ) ;A p C A r q p r q q r p p q k               

 
      (4) 

21 21 2 2 21 21
2 2 2 2 02 2 1 1 1 12 1 1 1 11 1 1 23 31( ) ( ) ( ) ( ) ;A q C A p p r q q r p p q k                

 
 

1 1 3 0;C r Q  2 2 0.C r               (5) 

Тут , ,i i ip q r  – проекції вектора кутової швидкості iω  на вісі 1 2 3
i i i

e e e ;

2
1 2 ;i i iA A m m c m   1 2 1 2 ;m m c c m   1

1( ) ;jjQ    ω e   ij i j
    e e – напрямні 

косинуси. Коефіцієнти 
ij

  можна виразити через 0i
  і 0j

  наступним чином 

3
00

1

jij i
k  



  


  [9]. 

До системи рівнянь (4) потрібно додати рівняння для  напрямних косинусів [9]:  

0 0 0
11 31 21;i i i

i iq r       0 0 0
21 31 11;i i i

i ip r     

0 0 0
12 32 22;i i i

i iq r       0 0 0
22 32 12;i i i

i ip r     

0 0 0
13 33 23;i i i

i iq r       0 0 0
23 33 13;i i i

i ip r              (6) 

0 0 0
31 21 11;i i i

i ip q       0 0 0
32 22 12;i i i

i ip q      

0 0 0
33 23 13.i i i

i ip q       

Система (4) – (6) допускає розв’язки: 

00; ;i i ip q r     0 ( 0),jQ u   

0 0 0
11 0 12 0 13cos ; sin ; 0i i it t       ; 

0 0 0
21 0 22 0 23sin ; cos ; 0i i it t        ; 0 0 0

31 32 330; 0; 1i i i     , 

які відповідають рівномірному обертанні твердих тіл і рідини як одного цілого з 

кутовою швидкостю 0  навколо вертикалі. 

3 ЦІЛІ ТА ЗАДАЧІ ДОСЛІДЖЕННЯ 

У даній статті будуть продовжені дослідження стійкості рівномірних обертань 

вільної системи двох твердих, які були розпочаті в роботах [1, 9-14]. Слід зазначати, що 

в роботах [9-12, 14] був застасован пружний шарнір Гука, а в статтях [1, 13] – пружний 

сферичний шарнір. У цій статті враховуються такі властивості пружного сферичного 

шарніра, які забезпечують рівність проекції кутових швидкостей гіроскопів на їхні осі 

симетрії. Це дозволяє дослідити вплив пружності шарніра на стійкість рівномірного 

обертання всієї системи. 
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4 РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛІДЖЕНЬ 

Отримано трансцендентне характеристичне рівняння збуреного рівномірного 

обертання системи двох пружно зв'язаних гіроскопів Лагранжа, один з яких має 

довільну осесиметричну порожнину, повністю заповнену ідеальною нестисливою 

рідиною. З урахуванням основного тону коливання рідини проведені аналітичні 

дослідження умов стійкості рівномірного обертання цієї системи. Показано, що коли 

центр мас першого твердого тіла з рідиною або другого не збігається з спільною 

точкою твердих тіл, то при досить великих значеннях коефіцієнта пружності завжди 

будуть виконуватися необхідні умови стійкості. Отримані умови стійкості є точними 

для еліпсоїдної порожнини та наближеними для інших осесиметричних порожнин.  

5 ОБГОВОРЕННЯ РЕЗУЛЬТАТІВ ДОСЛІДЖЕННЯ. УМОВИ 

СТІЙКОСТІ РІВНОМІРНИХ ОБЕРТАНЬ ДВОХ ГІРОСКОПІВ 

ЛАГРАНЖА 

Нехай в збуреному русі 0i i ω   . де i  є величина першого порядку малості 

порівняно з 0 . В цьому випадку рівняння (5) відокремлюється від інших рівнянь. 

Запишемо рівняння (4) – (6) для збуреного руху, зберігаючи для змінних їхні 

попередні позначення: 

10
1 1 1 1 0 1 2 0 2 231( ) ( ) ;A p C B q p q Q k            

10
1 1 1 1 01 1 2 02 2 132( ) ( ) ;A q C A p p q Q k            

20
2 2 2 2 0 2 1 01 1 23( ) ( ) ;A p C A q p q k                    (7) 

20
2 2 2 2 0 2 1 0 1 13( ) ( ) ;A q C A p p q k           

0 0 0 0
13 0 23 23 0 13;i i i i

i iq p            1,2i  . 

Згідно робіт [4, 5], у разі осесиметричної  порожнини   гіростатичний момент 

ідеальної рідини λ  має вигляд    
1

,n n
n

t S t




 a  ,n n na a a , де 
2 1,Q iQ  

3
0Q  , 

01
1

( )n n n
n

Q a S i S




  , 02n n   , власним числам n , що заповнюють всюди щільно 

область 1n   дійсної осі, визначаються лише геометрією порожнини  .  

Коефіцієнти розкладання ( )nS t  знаходяться при розв’язуванні наступної зліченної 

системи звичайних лінійних диференціальних рівнянь [4, 5] 

2

1( ) 0 ( 1,2,3, ..., )n n n n nN S i S n     a Ω .         (8) 

Перейдемо до нових змiнних 13 23, i i

i i i iq ip i        , e i

n nS S  , 

sin cos ,i i ip p q     cos sini i iq p q    , 0 0

13 13 23sin cos ,i i i     

0 0

23 13 23cos sini i i        0t  , тоді система рівнянь (7)–(8) у нових змiнних може 

бути записана наступним чином: 

 

1 1 1 1 2

1

( ) 2 0n n

n

A iC k a S  




      ; 
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2 2 2 2 1( ) 0A iC k       ;                 (9) 

2
0 1 0 1( ) ( ) 0 ( 1,2,...)n n n n nS i S i a N n           , 

де i i   , 0i iC C . 

Представивши шукані функції у вигляді e ,ta   запишемо характеристичне рівняння 

збуреного руху (9) 

2
1

2
2

0
F

F




 .               (10) 

Тут 
2

2 2
1 1 1 0 2

1

2
( ) , ;n n

n
nn n

E a
F A iC k i E

i N
    

 





     


    01n n    ;

2
2 2 2F A iC k    . 

Із рівняння (10) слід, що при 0   воно розпадається на два рівняння 1 0F   і 

2 0F  . Перше рівняння описує коливання одного гіроскопа Лагранжа з рідиною на 

який діє відновлювальний момент, а друге – гіроскопа Лагранжа без рідини на який теж 

діє відновлювальний момент. Це може бути, коли центр мас першого тіла або другого 

співпадає з загальною точкою 
2O : 

1 0c   або 
2 0c  . 

У більшості практично важливих випадках основний ефект впливу рідини на рух 

твердого тіла можна врахувати, розглядаючи тільки основний тон коливання рідини 

1.i  У роботі [5] було досліджено збіжність рядів у характеристичному рівнянні (10) 

для циліндричної порожнини і оцінено вплив більш високих тонів на стійкість 

обертання твердого тіла. Показано, що за певних умов додавання нових тонів коливань 

рідини призводить до незначної кількісної зміни області нестійкості. Як було зазначено 

у вступі, що у випадку еліпсоїдальної порожнини та порожнини, утвореної 

співфокусними еліпсоїдами, з нескінченного спектру власних частот n  на рух 

твердого тіла впливає лише основна частота 1  ( 0nE  при 1n  ) [2-5]. 

При 1n   рівняння (10) отримає вигляд 

5 4 3 2
5 4 3 2 1 0 0a ib a ib a ib          .         (11) 

Тут 

   * 2 * * * *
5 1 2 4 1 2 2 1 5 1 3 1 2 1 2 1 2 2 1 10; ;  ;a A A b C A C A a a A A k C C C A C A                

        
      2

2 1 2 1 2 1 2 1 1 1 1 1 0 1; ; ;b C C k A A k C C a k C C k b k                
 

* *
1 1 1 1 1 10; ;A A E C C E     1 1 0E E  . 

Стійкість консервативних систем визначається тим, що корені рівняння (11) 

повинні знаходитися на уявній осі. Для цього в рівнянні (11) покладемо i   і це 

рівняння матиме вигляд 

5 4 3 2
5 4 3 2 1 0 0a b a b a b          .          (12) 

Для того, щоб всі нулі рівняння (12) були різні і лежали на дійсній осі, згідно кри-

терію Льєнара-Шіпара, записаного в іннорному вигляді [17], необхідно і достатньо, 
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щоб матриця девьятого порядку, яка складена з коефіцієнтів цього рівняння, була 

іннорно-позитивною, тобто щоб були позитивно визначені матриці 1 3 5, ,   , 7  і 9 : 

1 1 55 0;I a     

5 4 3

3 3 5 4

5 4 3

0 5 4 0;

5 4 3

a b a

I a b

a b a



   



           (13)

 

5 4 3 2 1

5 4 3 2

5 4 35 5

4 3 2

4 3 2 1

0

0 0 5 4 3 0;

0 5 4 3 2

5 4 3 2

a b a b a

a b a b

a b aI

a b a b

a b a b a

 

 

   

 

 

         (14) 

5 4 3 2 1 0

5 4 3 2 1 0

5 4 3 2 1

5 4 3 27 7

5 4 3 2 1

5 4 3 2 1

5 4 3 2 1

0

0

0 0

0 0 0 5 4 3 2 0;

0 0 5 4 3 2

0 5 4 3 2 0

5 4 3 2 0 0

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a

a b a bI

a b a b a

a b a b a

a b a b a

 

 

 

    

 

 

 

     (15) 

5 4 3 2 1 0

5 4 3 2 1 0

5 4 3 2 1 0

5 4 3 2 1 0
2

5 4 3 2 19 9 5 9

5 4 3 2 1

5 4 3 2 1

5 4 3 2 1

5 4 3 2 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 5 4 3 2 0.

0 0 0 5 4 3 2 0

0 0 5 4 3 2 0 0

0 5 4 3 2 0 0 0

5 4 3 2 0 0 0 0

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

a b a b aI a I k

a b a b a

a b a b a

a b a b a

a b a b a

 

 

 

 

     

 

 

 

 

  (16) 

Так як 5 0a  , то 1 0I   і необхідні умови стійкість рівномірних обертань двох 

пружно зв’язаних гіроскопів Лагранжа, один із яких має рідину, визначається чотирьма 

нерівностями (13)-(16).  

При відсутності пружності у шарнирі ( 0k  ) маємо 0 1 0b a   і рівняння (11) має 

двократний нуловий корінь. В цьому разі умови стійкості потребують додаткових 

досліджень. 

Запишемо умови стійкості (13)-(16) відносно коефіцієнта пружності сферичного 

шарніру k : 

 

31 30 0I k I  ; 

3 2
53 52 51 50 0I k I k I k I    ; 
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6 5
76 75 71 70... 0I k I k I k I     ;           (17) 

 8 7 2
98 97 91 90... 0I k I k I k I k     , 

де  

 * 2
31 1 2 5 53 5 55( ) 0; 4 10 ;I A A a I a f           

    
2

2 2 2
76 5 5 7 98 5 74 10 4 ; 16 4 ;I a f f I a f             (18) 

*2 * 2 * 2
5 1 1 2 2 7 1 23 5 3 0; ( ) 0f A A A A f A A         . 

Інші коефіцієнти не наведено через їхню громіздкість. 

Із нерівностей (18) випливає, що при 0   старші коефіцієнти 31I , 53I , 76I  і 98I  

нерівностей (17) додатні і при збільшені коефіцієнта пружності k  ці нерівності завжди 

будуть виконані.  

Таким чином, необхідні умови стійкості рівномірного обертання двох пружно 

зв’язаних гіроскопів Лагранжа, один з яких має ідеальну рідину, завжди будуть 

виконані при досить великих значеннях коефіцієнта пружності шарніра за умови, що 

центр мас першого гіроскопа з рідиною або другого не збігається з їх загальною 

точкою. 

6 ВИСНОВКИ 

Виведені рівняння обертання вільної системи двох пружно пов'язаних гіроскопів 

Лагранжа, один із яких має довільну осесиметричну порожнину повністью заповнену 

ідеальною нестисливою рідиною. Тверди тіла з’єднані пружним відновлювальним 

сферичним шарніром. Виведено трансцендентне характеристичне рівняння збуренного 

рівномірного обертання розглядованної механічної системи. Показано, що коли центр 

мас першого твердого тіла з рідиною або другого співпадають  із загальною точкою цих 

твердих тіл, то характеристичне рівняння розпадається на два рівняння. Перше 

рівняння описує коливання одного гіроскопа Лагранжа з рідиною на який діє 

відновлювальний момент, а друге – одного гіроскопа Лагранжа без рідини на який теж 

діє відновлювальний момент. З урахування основного тону коливання рідини отримано 

характеристичне рівняння п’ятого порядку. На підставі критерію Льєнара – Шіпара, 

записаного в іннорному вигляді, виписані у вигляді системи чотирьох нерівностей 

необхідні умови стійкості рівномірного обертання гіроскопів Лагранжа та рідини. 

Відносно коефіцієнта пружності ці нерівності моють відповідно 1, 3, 6 та 8 ступені. 

Проведені аналітичні дослідження старших коефіцієнтів умов стійкості. Показано, що 

коли центр мас першого твердого тіла з рідиною або другого не збігаються із загальною 

точкою цих тіл, то при досить великих значення коефіцієнта пружності завжди будуть 

виконані необхідні умови стійкості. При відсутності пружності у шарнирі 

характеристичне рівняння  має двократний нуловий корінь і в цьому разі умови 

стійкості потребують додаткових досліджень. Отримані умови стійкості є точними для 

еліпсоїдальної порожнини і наближеними для інших осесиметричних порожнин. Для 

уточнення отриманих умов стікості в цьому разі потрібно враховувати додаткові тони 

коливання ідеальної рідини. 
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