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Анотація: Маючи довгу історію, теорія відображень отримала нове дихання завдяки 

тензорним методам дослідження. Введене сто років тому поняття афінної зв’язності, дозволило 

по новому поглянути на класичні геометричні задачі. В цій роботі, слідуючи загально 

прийнятій традиції, вводиться поняття відображення простору афінної зв’язності. 

Модифікуючи методику А. П. Нордена, знайдено формули, яким задовольняють основні 

тензори: тензор деформації, тензор Рімана, тензор Річчі та їх перші і другі коваріантні похідні 

для просторів   nA  та 
nA , які пов’язані заданим відображенням. В цих формулах присутні як 

об’єкти   nA , так і 
nA  з коваріантними похідними по відповідних зв’язностях. Для спрощення, 

введене поняття укороченого відображення і його спеціального випадку – половинного 

відображення. Зв’язність, яка виникає при половинному відображенні, названа середньою. 

Попередні формули при переході до коваріантних похідних в середній зв’язності значно 

спрощуються. Це дозволяє отримати ознаки (необхідні умови) того, що при заданих 

відображеннях зберігається об’єкт простору афінної зв’язності внутрішнього характеру. 

Об’єктами внутрішнього характеру називаються геометричні об’єкти отримані з афінної 

зв’язності. До таких об’єктів відносять тензор Рімана, тензор Річчі, тензор Вейля. Для всіх 

таких відображень отримані диференціальні рівняння в коваріантних похідних, яким  

за необхідністю задовольняє тензор деформації зв’язності. 

Вивчення цих рівнянь, природно, проводити, досліджуючи умови інтегрування. Умови 

інтегрування мають вид алгебраїчних перевизначених систем, тому виникає потреба  

в додатковій спеціалізації чи просторів, чи об’єктів цих просторів. 

Використовуючи методику Н. С. Синюкова та Й. Мікеша, при виконанні певних 

алгебраїчних умов, отримано вид тензора деформації зв’язності при заданому відображенні. 

Зауважимо, що середня зв’язність вибрана лише з міркувань спрощення виду обчислень.  

В залежності від потреб моделі, що будується, або з фізичних міркувань, може бути побудована 

інша, більш придатна для даних умов зв’язність і відповідно відображення. 

Особливо зручним такий підхід виглядає в застосуванні до інваріантних перетворень,  

які пов’язують пари просторів афінної зв’язності через їх тензор деформації зв’язності. 

Ключові слова: простори афінної зв’язності; відображення; тензор деформації. 
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Abstract: The long history of theory of  mappings was revived thanks to the tensor methods  

of inquiry. The notion of affine connectivity was introduced a hundred years ago. It enabled us to look 

at classic geometric problems from a different angle.  

Following the common tradition, this paper introduces a notion of a mapping for a space of affine 

connectivity. Modifying the method of A. P. Norden, we found the formulae for the main tensors: 

deformation tensor, Riemann tensor, Ricci tensor and their first and second covariant derivatives for 
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spaces   nA  and 
nA , which are connected by a given mapping. These formulae contain both objects  

of   nA  and 
nA  with covariant derivatives in respect to relevant connectivities. In order to simplify the 

expression, we introduced the notion of shortened mapping and its particular case: a half-mapping. 

The connectivity that appears in the case of a half-mapping is called a medium connectivity.  

The above mentioned formulae can be notably simplified in the case of transition to covariant 

derivatives in the medium connectivity. This fact permits us to obtain characteristics (the necessary 

conditions) for the estimates whether an object of inner character from the space of affine connectivity 

is preserved under a given type of mappings. Objects of the inner character are geometric objects 

implied by an affine connectivity. They include Riemann tensor, Ricci tensor, Weyl tensor. Every type 

of mapping received its own set of differential equations in covariant derivatives, which define  

a deformation tensor of connectivity with a necessity.  

The study of these equations can proceed by a research on integrability conditions. Integrability 

conditions are algebraic over-defined systems. That’s why there is a constant need in introduction  

of additionally specialized spaces or certain objects of these spaces.  

Applying the method of N. S. Sinyukov and J. Mikes, in the case of certain algebraic conditions, 

we obtained a form of a deformation tensor for a given mapping.  

Let us note that the medium connectivity was selected in order to simplify the calculations. 

Depending on the type of a model under consideration or on the physical limitations, we can construct 

any other connectivity (and mappings), which would be better suited for the given conditions.  

This approach is particularly fruitful when applied for invariant transformations connecting pairs 

of spaces of affine connectivity via their deformation tensor of connectivity. 

Keywords: spaces with affine connectivity; mappings; deformation tensor. 
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 ВСТУП 1

Історія вивчення просторів афінної зв’язності почалась в 1918 році з роботи Вейля. 

Введене поняття простору афінної зв’язності дозволило узагальнити псевдоріманові 

простори і по новому поглянути на їх геометричні властивості [6]. В цій роботі будуть, 

слідуючи загальноприйнятій традиції, досліджуватись простори афінної зв’язності. 

Методика А. П. Нордена буде модифікована таким чином, щоб отримати формули, що 

пов’язують основні тензори простору nA , а саме, тензор Рімана, тензор Річчі, тензор 

Вейля. Будуть розроблені та застосовані методи та методики для спрощення отриманих 

рівнянь з міркувань можливих застосувань в геометрії [2] та механіці [1], [18]. 

Дослідження ведуться локально, в тензорній формі. 

 ДЕФОРМАЦІЯ ЗВ’ЯЗНОСТІ 2

Простором афінної зв’язності nA  розмірності n , називають такий 

диференційований многовид, на кожній кривій якого задана афінна зв’язність, що 

задовольняє умові лінійності, тобто для кожної точки M  та для всякого векторного 

поля в околі даної точки, абсолютний диференціал вектора, що належить цьому полю, 

обчислений в точці M  для всякої кривої, що проходить через цю точку, є лінійна 

функція вектора елементарного зміщення по кривій. 

Якщо не зазначено інше, то розглядаються простори афінної зв’язності nA  без 

скруту, тобто такі, що  

( ) ( )h h

ij jix x   . 

Простір nA  належить класу ( )r r

nC A C , якщо ( )h

ij

rx C . 

Розглянемо два простори афінної зв’язності.  

Означення 1. Взаємно однозначна відповідність між точками просторів афінної 

зв’язності nA  та nA  називають відображенням, якщо в спільній по відображенню 

системі координат виконуються умови 

( ) ( ) ( )h h

ij ij ijx x P x   . (1) 

Спільною по відображенню системою координат називають таку систему 

криволінійних координат, в якій координати відповідних точок співпадають.  

Означення 2. Тензор ( )h

ijP x  − називають тензором деформації зв’язності при 

даному відображенні.  

Якщо ( )h

ijP x  0 , то відображення називають нетривіальним. 

Зауважимо, що тензор деформації симетричний по коваріантним індексам, тобто 
h h

ij jiP P , для просторів афінної зв’язності без скруту. 

В випадку тензорного поля S  типу 
p
q

 
 
 

 коваріантна похідна по зв’язності nA , яку 

ми будемо позначати  , в кожній системі координат 21, ,... nx x x  визначається 

слідуючим чином: 

1 2 1 2 2 1 2 11

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1

... ... ... ...

... ... ... ...

... ...

... ... 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

( ) ( ) ... ( ) ( ), ( ,... ; ,

p p p p p

q q q q

p p

q q q

i i i i i i i i i i i ii

k j j j k j j j k j j j k j j j

i i i i i i

kj j j kj j j j p

S x S x x S x x S x

x S x x S x i i j

 

 

 

 





      

   ..., ; 1,2,..., ).qj k n
 (2) 
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Для простору 
nA  та коваріантної похідної в ньому  , будемо мати в спільній 

системі координат 

1 2 1 2 2 1 2 11

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1

... ... ... ...

... ... ... ...

... ...

... ... 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

( ) ( ) ... ( ) ( ), ( ,... ; ,

p p p p p

q q q q

p p

q q q

i i i i i i i i i i i ii

k j j j k j j j k j j j k j j j

i i i i i i

kj j j kj j j j p

S x S x x S x x S x

x S x x S x i i j

 

 

 

 





      

   ..., ; 1,2,..., ).qj k n
 

Віднімаючи від останнього (2) з урахуванням (1), отримаємо 

1 2 1 2 2 1 2 11

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1

... ... ... ...

... ... ... ...

... ...

... ... 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

( ) ( ) ... ( ) ( ), ( ,... ; ,

p p p p p

q q q q

p p

q q q

i i i i i i i i i i i ii

k j j j k j j j k j j j k j j j

i i i i i i

kj j j kj j j j p

S x S x P x S x P x S x

P x S x P x S x i i j

 

 

 

 





     

   ..., ; 1,2,..., ).qj k n
 (3) 

Останнє справедливе для будь-якого тензора, а для тензора деформації (3) прийме 

вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )h h h h h

k ij k ij k ij ki j kj iP x P x P x P x P x P x P x P x  

       . (4) 

Симетруючи останнє, отримаємо  

2h h h h h

k ij j ik k ij j ik kj iP P P P P P       . 

А альтернуючи  

2( )h h h h h h

k ij j ik k ij j ik k ij ki jP P P P P P P P 

        . (5) 

Закон зміни тензора кривини, що визначається, як 

.

h h h h h

ijk j ik ik j k ij ij kR  

          , 

при відображенні простору nA  на 
nA  запишеться в виді 

. .

h h h h h h

ijk ijk k ji j ki k ji j kiR R P P P P P P 

      . 

Або, з урахуванням (5) 

. .

1 ( )
2

h h h h h h

ijk ijk k ji j ki k ji j kiR R P P P P      . (6) 

Тензор Річчі ij ijR R

  змінюється за законом 

1 ( )
2ij ij ji j i ji j iR R P P P P   

         . (7) 

Теорема 1. При відображенні простору афінної зв’язності nA  на простір афінної 

зв’язності 
nA  тензори Рімана та Річчі просторів nA  та 

nA  в спільній системі координат 

зв’язані співвідношеннями (6) та (7) відповідно.  

Якщо в просторі афінної зв’язності тензор Річчі є симетричним, тобто 
ij jiR R , то 

такі простори називають еквіафінними просторами. 

Для коваріантних похідних тензора Рімана, із формули (3), будемо мати 

. . . . . .

h h h h h h

k ijl k ijl k ijl ki jl kj i l kl ijR R P R P R P R P R   

         . (8) 

Коваріантна похідна тензора Рімана 
nA  із (3) має вид: 

. .

1 ( )
2

h h h h h h

l ijk l ijk l k ji l j ki l k ji l j kiR R P P P P       . 
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Враховуючи (8) та переходячи до похідної в nA , отримаємо: 

. . . . . .

1 (
2

).

h h h h h h h h

l ijk l ijk l ijk li jk lj i k kl ij l k ji l j ki

h h h h h h

l k ji l j ki ji kl k i jl k ja il k ij l

R R P R P R P R P R P P

P P P P P P P P P P

   

   

   

  

         

     
 (9) 

Коваріантна похідна тензора Річчі 

k ij k ij ki j kj iR R P R P R 

       та  

1 (
2

).

k ij l ij ki j kj i k ji j ki k ji j ki

ji k k i j k j i k ij

R R P R P R P P P P

P P P P P P P P

     

     

       

      

             

   
 (10) 

Теорема 2. При відображенні просторів nA  та 
nA  коваріантні похідні тензора 

деформації, тензора Рімана та тензора Річчі задовольняють (4), (9), (10).  

Таким чином, нами отримані формули, що зв’язують відповідні об’єкти та їх 

коваріантні похідні в відповідних по відображенню просторах nA  та 
nA . 

Для тензора S  справедлива тотожність Річчі: 

1 2 1 2 2 1 2 11

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1

... ... ... ...

... ... . ... . ...

... ...

. ... . ...

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

( ) ( ) ... ( ) ( ),

p p p p p

q q q q

p p

q q q

i i i i i i i i i i i ii

k l j j j l k j j j kl j j j kl j j j

i i i i i i

j kl j j j kl j j j

S x S x R x S x R x S x

R x S x R x S x

 

 

 

 





       

   1 1( ,... ; ,..., ; 1,2,..., ).p qi i j j k n
 (11) 

Для коваріантної похідної в 
nA   

1 2 1 2 2 1 2 11

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1

... ... ... ...

... ... . ... . ...

... ...

. ... . ...

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

( ) ( ) ... ( ) ( ),

p p p p p

q q q q

p p

q q q

i i i i i i i i i i i ii

k l j j j l k j j j kl j j j kl j j j

i i i i i i

j kl j j j kl j j j

S x S x R x S x R x S x

R x S x R x S x

 

 

 

 





       

   1 1( ,... ; ,..., ; 1,2,..., ).p qi i j j k n
 (12) 

Віднімемо (11) від (12) 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2

21 1

1 2

... ... ... ...

1 ... ... ... ...

...

...

1( ) ( ) ( ) ( ) (
2

1) ( ) ... (
2

p p p p

q q q q

p p p p

q

i i i i i i i i i i i i i i

k j j j k l j j j l k j j j l k j j j k l l k

i i i i ii i

k l l k j j j k l l k k l l

S x S x S x S x P P

P P S x P P P P

 



    

         

        1 2 1

1 2

1 2 1 2

1 1 1 1 2 2 1

...

...

... ...

... ...

1 1

) ( )

1 1( ) ( ) ... ( ) ( ).
2 2

( ,... ; ,..., ; 1,2,..., ).

p p

q

p p

q q q q q q

i i i i

k j j j

i i i i i ih

l kj j kj l kj k lj j j l kj k kj l kj k lj j j

p q

S x

P P P P S x P P P P S x

i i j j k n





      

  







          



Це дозволяє записати тотожність Річчі для тензора деформації 

. . .

h h h h h

l j ki j l ki i kjl ki jl k ijlP P P R P R P R  

        , 

. . .

h h h h h

l j ki j l ki i kjl ki jl k ijlP P P R P R P R  

        . 

Враховуючи попереднє, отримаємо  

1 ( )
2

1 1( ) ( ).
2 2

h h h h h

l k ki j l ki l j ki j k ki i l jk j lk l jk j lk

h h h h h

ki l j j l l j j l k l ji j li l ji j li

P P P P P P P P P

P P P P P P P P P P

   



    

    

           

         

 (13) 

Тотожність Річчі для тензорa Рімана має вид: 

 
h h h h h

ijk ijk lm jk ilm i k jlm ij klmlm
R R R R R R R R R   

         , (14) 
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 
h h h h h

ijk ijk lm jk ilm i k jlm ij klmlm
R R R R R R R R R   

         . (15) 

Віднімаючи з (14), (15) та враховуючи (6), будемо мати 

   
1 ( ( )
2

( ) ( )

( ) ( )

h h h

ijk ijk lm k ji j ki k ji j kilm lm

h h h h h h h h

ijk m l l m m l l m ilm k j j k k j j k

h h h h

jlk m li l mi m li l mi jlm k i j ki k i j ki

R R R P P P P

R P P P P R P P P P

R P P P P R P P P P

   



 

       

     

 

        

          

          

 ( ) ( )

( )).

h h h h h

i k m lj l mj m lj l mj klm ji j i ji j i

h

ij m lk l mk m lk l mk

R P P P P R P P P P

R P P P P

    

    

   



         

    

 

Групуючи, переконаємось в справедливості 

           

           

           

1 ( ( ) ( )
2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )).

h h h h h

ijk ijk lm ijklm lm k j i k j i m l m l

h h h h h

ilm jk jlmk j k j m l i m l i k i k i

h h h h

i k klm ijm l j m l j j i j i m l k m l k

R R R P P R P P

R P P R P P R P P

R P P R P P R P P

  

  

   

   

    

  

         

         

        

 (16) 

Для тензорів Річчі, аналогічно, отримаємо  

           

           

           

1 ( ( ) ( )
2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )).

ij ij lm ijlm lm j i j i m l m l

ilm j jlmj j m l i m l i i i

i lm ijm l j m l j j i j i m l m l

R R R P P R P P

R P P R P P R P P

R P P R P P R P P

     

    

       

       

       

     

         

         

        

 (17) 

Теорема 3. При відображенні простору nA  на простір 
nA  для других коваріантних 

похідних тензора деформації, тензора Рімана та тензора Річчі виконуються відповідно 

умови (13), (16), (17).  

Зауважимо, що зазначені в приведених теоремах умови носять лише необхідний 

характер. 

Позначимо різницю тензорів Рімана просторів nA  та 
nA , пов’язаних 

відображенням, через 
h

ijkP , тобто 
h

ijkP  − деформація тензорів Рімана при відображенні:  

def
h h h

ijk ijk ijkR R P  , 

або, враховуючи попереднє,  

1 ( )
2

h h h h h

ijk k ij j ik k ij j ikP P P P P     . 

Тензор 
h

ijkP  задовольняє умовам 

0h h

ijk ikjP P   та 0h h h

ijk jki kijP P P   . 

Ці умови аналогічні тим, що виконуються для тензора Рімана і тому дозволяють 

таку ж спеціалізацію [5], [15]. Розглянемо спеціальні відображення. 
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 УКОРОЧЕНІ ВІДОБРАЖЕННЯ ПРОСТОРІВ АФІННОЇ ЗВ’ЯЗНОСТІ 3

Хоча при визначенні відображення ми говоримо про взаємно однозначну 

відповідність, вибором знаку тензора деформації ми впорядковуємо задану пару 

просторів афінної зв’язності nA  та 
nA . Між кожною парою просторів nA  та 

nA  можливо 

встановити відповідність, яка задається об’єктами зв’язності цих просторів. З іншого 

боку, об’єкт зв’язності nA  та тензор деформації задають зв’язність простору 
nA .  

Це дозволяє ввести в розгляд відображення, які називатимемо укороченими відносно 

заданого відображення. 

Об’єкт h

ij



 , побудований за правилом  

( ) ( )
1

h h h

ij ij ijx P x





   


, (18) 

0const   , 

задає зв’язність деякого простору афінної зв’язності .nA


 

Означення 3. Відображення простору афінної зв’язності nA  на простір афінної 

зв’язності nA


 називають укороченим відображенням, якщо в спільній по відображенню 

системі координат, має місце рівняння (18). 

Враховуючи (18), отримаємо  

1

h h

ij ijh

ij

 



  
 


. (19) 

Рівняння (19) можна записати в виді: 

2

2
( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))

(1 )

h h h h h

k ij k ij k ij ki j kj iP x P x P x P x P x P x P x P x


  

  



    


. 

Для першої коваріантної похідної тензора деформації та для другої  

2

2
( (

2(1 )

) ( )

( )).

h h h h h

l j ki j l ki l j ki j l ki i l jk j lk

h h h h

l jk j lk ki l j j l l j j l

h

k l ji j li l ji j li

P P P P P P P

P P P P P P P

P P P P P

   
 



   
  

   

 
   






          


       

    

 (20) 

Для тензорів Рімана 

. . ( )
1

h h h h h h

ijk ijk k ji j ki k ji j kiR R P P P P
  




     


, (21) 

та їх коваріантних похідних 

. . . . . .

2

(
1

1 ( ))
2

( ).
2(1 )

h h h h h h

l ijk l ijk l ijk li jk lj i k kl ij

h h h h h
j j jl k ji l j ki l ji l ji l ki

h h h h

ji kl k i jl k j il k ij l

R R P R P R P R P R

P P P P P

P P P P P P P P


   

   

    

   

   







      


          

    


  (22) 
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Друга похідна з урахуванням тотожності Річчі приведе до  

           

           

         

( ( ) ( )
2( 1)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) (

h h h h h
k mijk ijk lm ijklm lm k j i j i m l l

h h h h h
k m kilm jk jlmk j j m l i l i k i i

h h h h
mi k klm ijm l j l j j i j i m l k

R R R P P R P P

R P P R P P R P P

R P P R P P R P

   
  

  

  
   

   

 
  

  




         


         

          ).
m l k

P


 

 (23) 

Отримаємо аналогічні формули для тензора Річчі 

( )
2( 1)ij ij ji j i ji j iR R P P P P

  
   

   



     


, (24) 

коваріантних похідних тензора Річчі в просторах nA  та nA


  відповідно 

2

2

(
2( 1)

) ( ).
2( 1)

kk ij l ij ki j kj i k ji j ki ji

j ki ji k k i j k j i k ij

R R P R P R P P P

P P P P P P P P P

  
    

    

 
        

       







           


      


 (25) 

З урахуванням тотожності Річчі, одержимо  

           

           

           

( ( ) ( )
2( 1)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) (

ij ij lm iji ij jlm lm m l m l

ilm j i i jlm i ij j m l m l

i j j lm iji ij jm l m l m l m l

R R R P P R P P

R P P R P P R P P

R P P R P P R P P

   
     

    

   
       

     

   
      

    




         


          

         )).



  (26) 

Теорема 4. Якщо простори nA  та 
nA  допускають відображення, що відповідає 

тензору деформації 
h

ijP , тоді існує укорочене відображення, при якому тензори 

деформації, Рімана, Річчі та їх коваріантні похідні задовольняють умовам (20) – (26).  
 

Розглянемо можливість спрощення отриманих рівнянь. 

 СЕРЕДНЯ ЗВ’ЯЗНІСТЬ 4

Якщо 1  , то таке відображення називається укороченим навпіл, а сама зв’язність 

середньою. 

Для середньої зв’язності тензор деформації задовольняє умовам 

1( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))
4

c
h h h h h

k ij k ij k ij ki j kj iP x P x P x P x P x P x P x P x  

       . (27)  

Тут 
c

k   коваріантна похідна по середній зв’язності. 

Для других коваріантних похідних 

1 ( ( )
8

( ) ( )).

c c c c c c
h h h h h

l j ki j l ki l j ki j l ki i l jk j lk l jk j lk

c c c c
h h h h h

ki l j j l l j j l k l ji j li l ji j li

P P P P P P P P P

P P P P P P P P P P

   



    

    

             

         

 (28) 
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Це дає можливість для тензорів Рімана рівняння (28) записати в виді : 

. .

c c
h h h h

ijk ijk k ji j kiR R P P   . (29) 

Для похідної тензора Рімана 

. . . . . .

1 (
2

1 ( ))
2

1 ( ).
2

cc
h h h h h h

j ijk l ijk l ijk li jk lj i k kl ij

c c c c
h h h h

l k ji l j ki l k ji l j ki

h h h h

ji kl k i jl k j il k ij l

R R P R P R P R P R

P P P P

P P P P P P P P

   

   

   

   

      

         

    

 (30) 

З урахуванням тотожності Річчі можемо записати 

           

           

          

1 ( ( ) ( )
4

( ) ( ) ( )

( ) ( ) (

c cc c c
h h h h h

ijk ijk lm ijki ij jlm lm k k m l m l

cc c c
h h h h h

ilm jk i i jlm i ij jk k m l m l k k

c cc c c
h h h h

i k j j klm ij ki ij jm l m l m l m

R R R P P R P P

R P P R P P R P P

R P P R P P R P

  

  

   

   

   

  

         

         

          )).kl
P

 (31) 

Згортаючи (29), для тензорів Річчі будемо мати 

c c

ij ij ji j iR R P P 

    . (32) 

Для коваріантних похідних тензора Річчі 

1 (
4

1) ( ).
8

c c

k ij l ij ki j kj i k ji j ki

c c

k ki ji k k i i k j i k ij

R R P R P R P P

P P P P P P P P P

   

   

        

       

         

      

 (33) 

Для тензора Річчі з урахуванням тотожності Річчі  

           

           

           

1 ( ) ( )
4

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )).

cc c c c

ij ij lm iji ij jlm lm m l m l

c c c c

ilm j i i jlm i ij j m l m l

cc c c c

i j j lm iji ij jm l m l m l m l

R R R P P R P P

R P P R P P R P P

R P P R P P R P P

     

    

       

     

       

     

         

         

        

 (34) 

Теорема 5. Якщо простори nA  та nA  допускають відображення, що відповідає  

тензору деформації 
h

ijP , тоді існує половинне відображення, при якому тензори 

деформації, Рімана, Річчі та їх коваріантні похідні задовольняють умовам (27) – (34).  

Доведені теореми дозволяють відповідати на питання, що виникає при 

відображеннях із збереженням об’єктів  тензора Рімана, Річчі, їх коваріантних 

похідних, а також при завданні умов на тензор деформації. Для прикладу розглянемо 

тензор Вейля 
h

ijkW , пригадавши, як він визначається: 

     

1 1 1
( ) ( )

1 1 1

def
h h h h h h h

ijk ijk k ij j ik i k jjk ji ki
W R R R R R R

n n n
           

   
. 
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Для еквіафінних просторів останнє рівняння приймає вид: 

1 ( )
1

def
h h h h

ijk ijk k ij j ikW R R R
n

   


. 

При відображеннях, тензори Вейля nA  та nA  пов’язані співвідношеннями 

1  ( )
1

1 1( ( )),
1

( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

c c c c c c
h h h h h h

ijk ijk k ji j ki k ji j i j ki k i

c c c c c c
h h h

i j k k j k j i i j j k i i k

W W P P P P P P
n

P P P P P P
n n

   

   

     

     

 

  

        


        
 



   

або, для еквіафінних просторів 

1  ( ( ) ))
1

(
c c c c c c

h h h h h h

ijk ijk k ji j ki k ji j i j ki k iW W P P P P P P
n

   

           


 .  

Має місце теорема. 

Теорема 6. Якщо при відображенні просторів афінної зв’язності зберігається 

тензор Вейля, то тензор деформації задовольняє умовам 

( ) ( )

( ) ( ) (

1 ( )
1

1 1 ( )) ,
1 1

c c c c c c
h h h h

k ji j ki k ji j i j ki k i

c c c c c c
h h h

i j k k j k j i i j j k i i k

P P P P P P
n

P P P P P P
n n

   

   

     

     

 

  

       


 
           



  

а для еквіафінних просторів 

1 ( )( ) ( )
1

c c c c c c
h h h h

k ji j ki k ji i j ki k iP P P P P P
n

   

            


. 

Таким чином, задача про спеціальні відображення або про відображення 

спеціальних просторів зводиться до вивчення диференціальних рівнянь в коваріантних 

похідних [3], [13]. 

Вивчення цих рівнянь дає можливість як якісного аналізу, тобто відповіді на 

питання: існує чи не існує розв’язок, так і більш глибоких результатів в разі існування 

розв’язків. 

Йдучи по шляху спеціалізації відображень вивчимо можливості спрощення виду 

тензора деформації, а саме доведемо теорему [7], [16]: 

Теорема 7. Умови  

1

( ) ( )h h hP u u a u u b u F u  

     (35) 

та  

2

( ) ( )h h hP u u a u u b u v 

    (36) 

виконуються тотожно відносно довільного вектора    тоді і тільки тоді, коли відповідно 

         

( ) ( )

h h h

ij i j i jP F      (37) 

та  

    

( )

h h h

ij i j ijP v a   , (38) 

причому 
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1 2

( ) 2 ;     ( ) 2 ;     ( )a u u b u u b u a u u   

      . 

Тут 
h

ijP   тензор деформації,  ,i iu v   компоненти деякого вектора, 
1 2

( ),  ( ),  ( )a u b u b u   

деякі функції, 
ija   тензор, h

iF   афінор. 

Для випадку 
1 2

0b b  , ця теорема доведена Т. Леві–Чевітою [8], суттєвою є вимога, 

що 2n  . 

Для випадку 2n  , ця теорема не вірна. Ми скористаємось для доведення 

методикою, запропонованою М. С. Синюковим та Й. Мікешем [16]. 

Нехай тотожно виконуються умови (35) відносно довільного вектора u . 

Домножуючи (35) на i ju F u


, а потім альтернуючи по індексам ,h i  та j , отримаємо 

однорідний поліном 4-го порядку відносно компонентів вектора u . Через довільність  

u , із отриманного витікає 

[ ]

( ) 0h i j

jP F   .  (39) 

Нехай h   власний вектор матриці h

iF , що відповідає власному значенню  , 

тобто 

h hF

    , (40) 

тут h  та   можуть приймати і комплексні значення. Тоді 0hG

  , якщо 
def

h h h

i i iG F   . 

Розглянемо випадок, коли ранг матриці 
i

h h

iG a  більше одиниці. 

Згортаючи (39) з       при умові, що 3n   переконаємось в справедливості 
h hP k 

    . Тут k   деякий інваріант. 

Згортаючи після цього (39) з    , знайдемо 

1
h h h

i i iP G b

    . (41) 

Згортаючи (39) з  , отримаємо рівняння (37). 

Тепер розглянемо випадок, коли не виконуються обмеження на ранг матриці, тобто 

має місце 

1
h h h h

i i i iF a b c    , (42) 

причому ,  ,  , h h

i ia b c   не колінеарні, бо інакше порушувалась би умова (35). 

Так як 
1

0a b 

    , то згортаючи (39) з      , переконаємось, що 
hA  

      

компланарний з h  та hc . Після цього, згортаючи (39) з     знайдемо, що 

h h h

i iP a c

     . 

Згортаючи (39) з  , знайдемо 

h h h

ij ij ijP a b c   . (43) 

Із цього та (39), випливає 
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1

( ) ( )ij k ij ka b b a . (44) 

Так як , i ia b   не колінеарні, то з (44) отримаємо 

1

( ) ( ),ij i j ij i ja a b b   .  

Тоді (43) приймає вид, який вимагався умовами теореми. 

Необхідність очевидна, а те, що з (36) будемо мати (38), доводиться аналогічно. 

Таким чином, теорема доведена. 

 ВИСНОВКИ 5

Використання модернізованої методики А. П. Нордена [6], [10], [12] дозволило 

отримати формулу зв’язку між відповідними внутрішніми об’єктами просторів nA  та 

nA . Ці формули дозволяють розв’язати задачі збереження геометричних властивостей 

чи характеристик алгебраїчного чи диференціального типу при відображеннях. Тобто, 

безпосередньо визначать тензор деформації зв’язності при відображенні. Робити це 

можливо вивчаючи умови інтегрування відповідних рівнянь. Ці умови – перевизначені 

алгебраїчні рівняння, при дослідженні яких виникають значні технічні складнощі [4]. 

Для спрощення введено поняття укороченого відображення та середньої зв’язності. 

Застосування нововведень продемонстровано на прикладі просторів, в яких тензор 

деформації зв’язності задовольняє деяким алгебраїчним умовам. Отримані результати 

можуть бути застосовані при вивчені геодезичних відображень псевдоріманових 

просторів [8], [17], голоморфно-проективних відображень келерових просторів [14], 

[16]. Особливий науковий інтерес викликає їх застосування при вивченні інваріантних 

перетворень. 
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