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Abstract: The paper considers pseudo-Riemannian spaces, the Riemann tensor of which has a 
special structure. The structure of the Riemann tensor is given as a combination of special symmetric 
and obliquely symmetric tensors. Tensors are selected so that the results can be applied in the theory 
of geodetic mappings, the theory of holomorphic-projective mappings of Kähler spaces, as well as 
other problems arising in differential geometry and its application in general relativity, mechanics and 
other fields. 

Through the internal objects of pseudo-Riemannian space, others are determined, which are 
studied depending on what problems are solved in the study of pseudo-Riemannian spaces. By 
imposing algebraic or differential constraints on internal objects, we obtain special spaces. In 
particular, if constraints are imposed on the metric we will have equidistant spaces. If on the Ricci 
tensor, we obtain spaces that allow φ (Ric)-vector fields, and if on the Einstein tensor, we have almost 
Einstein spaces. 

The paper studies pseudo-Riemannian spaces with a special structure of the curvature tensor, 
which were introduced into consideration in I. Mulin paper. Note that in his work these spaces were 
studied only with the requirement of positive definiteness of the metric. The proposed approach to the 
specialization of pseudo-Riemannian spaces is interesting by combining algebraic requirements for the 
Riemann tensor with differential requirements for its components. 

In this paper, the research is conducted in tensor form, without restrictions on the sign of the 
metric. Depending on the structure of the Riemann tensor, there are three special types of pseudo-
Riemannian spaces. The properties which, if necessary, satisfy the Richie tensors of pseudoriman 
space and the tensors which determine the structure of the curvature tensor are studied. 

In all cases, it is proved that special tensors satisfy the commutation conditions together with the 
Ricci tensor. The importance and usefulness of such conditions for the study of pseudo-Riemannian 
spaces is widely known. Obviously, the results can be extended to Einstein tensors. Proven theorems 
allow us to effectively investigate spaces with constraints on the Ricci tensor. 

Keywords: pseudo-Riemannian spaces, geodesic mapping, the Ricci tensor. 

ПСЕВДОРІМАНОВІ ПРОСТОРИ ЗІ СПЕЦІАЛЬНОЮ 
СТРУКТУРОЮ ТЕНЗОРА РІМАНА 

Лесечко О. В.1, Шевченко Т. І.1 
1Одеська державна академія будівництва та архітектури 

Анотація: В роботі розглянуті псевдоріманові простори, тензор Рімана яких, має 
спеціальну структуру. Структура тензора Рімана задається як комбінація спеціальних 
симетричних та кососиметричних тензорів. Вибрані тензори так, щоб результати можна було 
застосувати в теорії геодезичних відображень, теорії голоморфно-проективних відображень 
келерових просторів, а також інших задачах, що виникають в диференціальній геометрії та при 
її застосуванні в загальній теорії відносності, механіці та інших областях. 

Через внутрішні об’єкти псевдоріманового простору визначаються інші, які вивчаються в 
залежності від того, які задачі розв’язуються при дослідженні псевдоріманових просторів. 
Накладаючи обмеження алгебраїчного чи диференціального характеру на внутрішні об’єкти, 
отримуємо спеціальні простори. Зокрема, якщо обмеження накладаються на метрику будемо 
мати еквідістантні простори. Якщо на тензор Річчі, отримаємо простори, що допускають 
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φ(Ric)-векторні поля, а якщо на тензор Ейнштейна, то будемо мати майже ейнштейнові 
простори. 

В роботі вивчаються псевдоріманові простори зi спеціальною структурою тензора 
кривини, які були введені в розгляд в статті I. Муліна. Зауважимо, що в його роботі вказані 
простори вивчались лише з вимогою додатної визначенності метрики. Запропонований підхід 
до спеціалізації псевдоріманових просторів цікавий поєднанням алгебраїчних вимог на тензор 
Рімана з диференціальними вимогами на його складові. 

В даній роботі дослідження ведуться в тензорній формі, без обмежень на знак метрики. В 
залежності від структури тензора Рімана виділені три спеціальні типи псевдоріманових 
просторів. Вивчаються властивості, яким за необхідністю задовольняють тензори Річчі 
псевдоріманового простору та тензори, які визначають структуру тензора кривини. 

У всіх випадках доведено, що спеціальні тензори задовольняють разом з тензором Річчі 
умовам комутації. Важливість і корисність таких умов для досліджень псевдоріманових 
просторів широко відома. Очевидно, що результати можуть бути поширені на тензори 
Ейнштейна. Доведені теореми дозволяють ефективно досліджувати простори з обмеженнями 
на тензор Річчі.  

Ключові слова: псевдоримановы пространства, геодезические отображения, тензор Річчі. 
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1 INTRODUCTION 
The work treats special pseudo-Riemannian spaces nV  having a metric tensor ijg . 
Object, which are calculated basing on the metric tensor ijg , are called inner objects of 

the space nV . 
They include Christo el's symbols of the rst kind 

2 ijk i jk j ik k ijg g gΓ = ∂ + ∂ −∂ , (1) 

and those of the second kind 
h h
ij ijgα

αΓ = Γ , (2) 

Riemann tensor 

 h h h h h
ijk j ik ik j k ij ij kR α α

α α= ∂ Γ +Γ Γ −∂ Γ −Γ Γ , (3) 

Ricci tensor 

ij ijR Rα
α = , (4) 

scalar curvature 

R R gαβ
αβ= , (5) 

here ijg  are elements of invertible matrix for a metric tensor ijg . 
These objects lay a foundation for de nition of other objects, which come in focus of our 

attention depending on the problem we are currently solving, for example Einstein tensor. 

ij ij ij
RE R gn= − . (6) 

Imposing some limitations of algebraic or di erential kind on the inner objects, we are 
able to de ne special pseudo-Riemannian limitations, namely: limitations imposed on the 
metric result in equidistant spaces [2], on the Ricci tensor − spaces permitting ( )Ricϕ -vector 
fields [6, 9], on Einstein tensor − quasi-Einstein spaces [8, 14, 15]. 

A profound review of special pseudo-Riemannian spaces with limitations imposed on the 
Riemann tensor can be found in the work [21]. 

This paper treats pseudo-Riemannian spaces with a curvature tensor having a particular 
structure. They were introduced in the article [19]. 

Let us not, that the latter work was centered on the spaces limited by request of positive-
definite metrics [17, 20, 22, 23]. 

Here, we carry out our research without any limitations on a sign of a metric. 

2 TYPES OF SPECIAL PSEUDO-RIEMANNIAN SPACES 
I. Mulin in the work [19] introduced the following three types of special Riemannian spaces 

I type: 

( ) ( ) ( )ijkl ik jl il jk ik jl il jk ik jl il jkR g g g g u u u u v v v vα β γ= − + − + − , (7) 

here ,  ,  α β γ  are some constantsand symmetrical tensors uij and vij comply with conditions 
31 2

,ij k k ij k ij k iju g u vσ σ σ= + + , (8) 
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31 2

,ij k k ij k ij k ijv g u vτ τ τ= + + , (9) 

here 
3 31 2 1 2

, , , , ,i i i i i iσ σ σ τ τ τ  are some vectors, comma − a sign of covariant derivative by 
connectivity nV   

II type: 

( ) ( )ijkl ik jl il jk ik jl jk il ij klR p p p p s s s s s sα β λ= − + − + , (10) 

here ,α β  are some constants; ,  ij ijp s  are symmetric and skew symmetric tensors, 
respectively, that comply with conditions 

,ij k ijp pσ= , (11) 

,ij k k ijs sτ= , (12) 

here ,  i iσ τ  are some vectors. 
III type: 

( ) ( )ijkl ik jl jk il ij kl ik jl jk il ij klR r r r r r r s s s s µs sα λ β= − + + − + , (13) 

here ,  ,  ,  µα β λ  are scalars; ,  ij ijr s  are skew symmetrical tensors selected in such a way that 

1 2

,ij k k ij k ijr r sρ ρ= + , (14) 
1 2

,ij k k ij k ijs r sθ θ= + , (15) 

here 
1 2 1 2

,  ,  ,  i i i iρ ρ θ θ  are some vectors. 

3 PSEUDO-RIEMANNIAN SPACES OF THE FIRST TYPE 
Integrability conditions (8) and (9) take a shape of the following 

3 31 1 2 1 2 1 1 1

3 3 3 3 3 3 3 3 3 32 2 2 2 2 2

               

                ,

kl lk k l l k l k k l

kl lk k l l k kl l

i jkl j ik

k k l l k k l l

j

k

l i

ji ji

u R u R g

u v

α α
α α σ σ σ σ σ σ τ σ τ σ

σ σ σ τ σ τ σ σ σ σ σ σ σ τ σ τ

  + 
 



+ = − + − + −

− + − − + − +  + +   
   

−
 (16) 

3 31 1 2 1 2 1 1 1

3 3 3 3 3 32 2 2 2 2 2 2 2 2 2

               

      ,      

kl lk k l l k k l l k

kl lk k l l k k l l

i jkl j i

k kl lk k l l

kl ij

ji ji k

v R v R g

u v

α α
α α τ τ τ σ τ σ τ τ τ τ

τ τ τ σ τ σ τ τ τ τ τ τ τ σ τ σ

+ = − + − + −

− + − −

  + 
 

   + + − +   
   

+ −
 (17) 

here , ,; ; 1, 2,3ij i j ij i j

α α α α
σ σ τ τ α= = = . 
Wrapping (16) and (17) by indices ,  i j , we get, respectively 

3 31 1 2 1 2 1 2 1
     kl lk k l l k l k k l kl kl

u vA Bn nσ σ σ σ σ σ τ σ τ σ− + − + − = − − , (18) 
3 31 1 2 1 2 1 1 1

     kl lk k l l k k l l k kl kl
u vC Dn nτ τ τ σ τ σ τ τ τ τ− + − + − = − − , (19) 

where 
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3 32 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 32 2

3 32 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 32 2

,

,

,

,

; .

kl kl lk k l l k

kl kl lk k l l k k l l k

kl kl lk k l l k k l l k

kl kl lk k l l k

A

B

C

D
u u g v v gαβ αβ

α β αβ

σ σ σ τ σ τ

σ σ σ σ σ σ σ τ σ τ

τ τ τ σ τ σ τ τ τ τ

τ τ τ σ τ σ

= − + −

= − + − + −

= − + − + −

= − + −

= =

  

Then, (16) and (17) can be re-written as follows 

jkl ikli j ij kl ij klu u a A bR R Bα
α α

α ++ = , (20) 

jkl ikli j ij kl ij klv v a C bR R Dα
α α

α ++ = , (21) 

here  

;ij iij ij ij ijja g bu vu vn n g= − = − . 

Cycling (20) and (21) by indices ,  ,  i k l   

i k ljkl jli j ij kl kj li li ik ij klik kj li lj iku u u a A a A a A b B b B BR bR Rα α
α α α

α+ + = + + + + + , (22) 

i k ljkl jli j ij kl kj li li ik ij klik kj li lj ikv v v a C a C a C b D b D DR bR Rα α
α α α

α+ + = + + + + + . (23) 

Wrapping by indices ,  i j , we obtain, respectively 

k l k l kl k l k l k lu R u R a A a A b B b Bα α α α α α
α α α α α α− = − + − , (24) 

k l k l kl k l k l k lv R v R a C a C b D b Dα α α α α α
α α α α α α− = − + − , (25) 

where ; ; ;i i i i
j j j j

i i i i
j j j jA A g B B g C C g D D gα α α α

α α α α== = = . 
Taking into account (7) the equation (20) can be written down in the following form. 

 

( ) ( )

( )

  

      .
ik jl il jk jk il jl ik i k jl i l jk j k il j l ik

i k j l i l jk j k il j l ik ij kl ij kl

u g u g u g u g u u u u u u u u u u u u

u v v u v v u v v u v v a A b B

α α α α
α α α α

α α α α
α α α α

α β

γ

− + − + − + − +

+ − + − = +
  (26) 

Wrapping the latter by indices ,  j k  and alternating by indices ,  i l  : 

0l k k l l k k la A a A b B b Bα α α α
α α α α− + − = . (27) 

Analogous equation can be obtained also for the equations (25). 
Substituting it into (24) and (25), it is easy to see that the following statement is true. 

Lemma 1. Tensors iju  and ijv  satisfy the conditions 

0i j j iu R u Rα α
α α− = , (28) 

0i j j iv R v Rα α
α α− = . (29) 

4 PSEUDO-RIEMANNIAN SPACES OF THE SECOND TYPE 
Integrability conditions (11) and (12) are as follows 

, ,( )i jkl j ikl k l l k ijp R p R pα α
α α σ σ+ = − , (30) 

, ,( )j iikl jkl k l l k ijR s Rs sα α
α α τ τ+ = − . (31) 

Wrapping (30) by indices ,  i j , we can see that, when   0p p gαβ
αβ= ≠ , then 

https://doi.org/10.31650/2618-0650-2021-3-1-106-114


Механіка та математичні методи / 
Mechanics and mathematical methods 

                        ІІІ, №1, 2021 
       Стор. 106-114 / Page 106-114 

 
 

 

O. Lesechko, T. Shevchenko 
https://doi.org/10.31650/2618-0650-2021-3-1-106-114   111 

, , 0k l l kσ σ =− , (32) 
or, in other words vector iσ  a gradient vector with a necessity. Then, equation (30), can be  
re-written in the following form 

0i jkl j iklp R p Rα α
α α+ = . (33) 

Cycling (10) by indices ,  ,  j k l  and taking into account the properties of Ricci tensor, 
reducing terms, we obtain 

(2 )( ) 0ik jl ij lk il kjs s s s s sλ + + =− . (34) 

When 2λ = , then (10) takes the following shape 

( ) ( 2 )ijkl ik jl il jk ik jl jk il ij klR p p p p s s s s s sα β= − + − + . (35) 

Wrapping by indices ,  j k , we arrive at 

( ) 3il i l il i lR p p p p s sα α
α αα β= − + , (36) 

here ;      i i i i
j j j jp p g s s gα α

α α= = . 
When the equation (34) contains 2λ ≠ , then 

0ik jl ij lk il kjs s s s s s+ =+ . (37) 

Let us select vectors jξ  and lξ , in such a way, that 1s α β
αβξ ξ = , then, basing on the (37), we 

get 
ik i k k is a b a b= − , (38) 

where ;   i i i ia s b sα α
α αξ η= = . 

Let us substitute (38) in (10), we obtain 

( ) ( )1ijkl ik jl il jk ij klR p p p p s sα β λ= − + + . (39) 

Lemma 2. Riemann tensor obtains a form of (35)or (39) for the spaces of the second type. 
Cycling (33)) by indices ,  ,  j k l , we obtain 

  0j ikl k ilj l ijkp R p R p Rα α α
α α α+ + = . (40) 

Wrapping by indices ,  i k , we get 

0i j j ip R p Rα α
α α− = . (41) 

By an application of the approach, which was used to study spaces of the first type, we 
are able to see: 

0i j j is R s Rα α
α α− = . (42) 

5  PSEUDO-RIEMANNIAN SPACES OF THE THIRD TYPE 
Cycling (13) and applying the above-mentioned methods, we get three main cases  
a) when 2µλ = =   

( ) ( )2 2ijkl ik jl jk il ij kl ik jl jk il ij klR r r r r r r s s s s s sα β= − + + − + . (43) 

b) when 2,  2µλ = ≠   

https://doi.org/10.31650/2618-0650-2021-3-1-106-114


Механіка та математичні методи / 
Mechanics and mathematical methods 

 ІІІ, №1, 2021 
        Стор. 106-114 / Page 106-114 

 

 

 O. Lesechko, T. Shevchenko 
112    https://doi.org/10.31650/2618-0650-2021-3-1-106-114  

2 () 1( )ijkl ik jl jk il ij kl ij klR r r r r r r µ s sα β= − + + + . (44) 

c) when 2,  2µλ ≠ ≠   

( 1) ( 1)ijkl ij kl ij klR r r µ s sα λ β= + + + . (45) 

Integrability conditions for equations (14) and taking account (15), we get 

( )
( )

1 1 2 1 2 1

, ,

2 2 1 2 1 2 2 2 2 2

, ,

    

.

j ikl i jkl ijk l l k k ll k

ijk l l k k l k ll k l k

r R r R r

s

α α
α α ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

+ = +− + Θ − Θ

+ − + − + Θ − Θ
 (46) 

Analogous conditions can be obtained for the tensor ijs  , applying expressions (15) and 
(14). 

Applying the methods, which were used for the first and the second type, and taking into 
account the equations (43), (44), (45) we can see for every case that 

0i j j ir R r Rα α
α α− = , (47) 

0i j j is R s Rα α
α α− = . (48) 

Thus, the following statement is true: 
Theorem. The following conditions (47), (48) are true for pseudo-Riemannian spaces of the 
third type. 

6 CONCLUSIONS 
The work is devoted to the study of pseudo-Riemannian spaces with the Riemann tensor 

of a particular structure. Riemann tensor's structure is de ned by combinations of special 
symmetric and skew symmetric tensors. The tensors are selected in such a way, which would 
permit the application of results in the theory of geodesic mappings, theory of holomorphic 
projective mappings of Kahler spaces and in other geometric problems [1, 3, 7, 10, 16]. 

It is proved for every type of these spaces that the special tensors jointly with Ricci 
tensor are connected by a relation of commutation. These conditions are extremely important 
for a study of pseudo-Riemannian spaces, namely they can be fruitfully applied for the latter 
[11, 12, 13]. The further research should proceed by extension of these conditions to the 
Einstein tensors. 
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