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Одеська державна академія будівництва та архітектури 

Анотація: Однією з класичних тем теоретичної механіки є динаміка обертових твердих 

тіл. У вісімнадцятому і дев’ятнадцятому століттях важливі аспекти руху твердого тіла, що 

обертається, вивчалися видатними математиками, такими як Ейлер, Якобі, Пуансо, Лагранж і 

Ковалевська. Проте вивчення динаміки обертових тіл, як і раніше актуально для таких 

застосувань, як динаміка супутників, гіростатів, космічних та літальних апаратів, теорії 

гіроскопів, сучасних технологій, навігації, космічної техніки та багатьох інших областей. 

Ціла низка досліджень присвячена динаміці твердого тіла в середовищі з опором. 

Наявність швидкості власного обертання твердого тіла обумовлює появу дисипативних 

моментів, що викликають гальмування твердого тіла. Такі моменти залежать від властивостей 

середовища з опором, у якому відбувається рух тіла, від властивостей поверхні тіла та 

розподілу мас у твердому тілі, а також від характеристик руху тіла. Тому залежність моменту 

сил опору від орієнтації твердого тіла та його кутової швидкості може бути досить складною і 

вимагає розгляду руху середовища навколо твердого тіла у загальному випадку. 

У нашій роботі ми обмежимося деякими досить простими співвідношеннями, які можуть 

якісно описувати опір обертанню твердого тіла при невеликих кутових швидкостях та 

використовуються у науковій літературі. При складанні рівнянь руху твердого тіла, що 

рухається у в’язкому середовищі, необхідно враховувати природу сили опору, що створюється 

рухом твердого тіла. Еволюція обертань твердого тіла під дією дисипативних збурюючих 

моментів вивчалася в багатьох статтях та книгах. Задачі про рух твердого тіла відносно 

нерухомої точки в середовищі з опором описуються нелінійними динамічними рівняннями 

Ейлера. В деяких випадках одержано аналітичний розв’язок задачі, коли моменти сил 

зовнішнього опору пропорційні відповідним проекціям кутової швидкості твердого тіла. 

Залежність дисипативного моменту сил опору від вектора кутової швидкості обертання 

твердого тіла найчастіше передбачається лінійною. У статті розглядається рух твердого тіла з 

довільними моментами інерції під впливом зовнішніх моментів сил опору середовища. 

Ключові слова: тверде тіло, середовище з опором, випадок Ейлера, випадок Лагранжа. 
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Abstract: The dynamics of rotating rigid bodies is a classical topic of study in mechanics. In the 

eighteenth and nineteenth centuries, several aspects of a rotating rigid body motion were studied by 

famous  mathematicians as Euler, Jacobi, Poinsot, Lagrange, and Kovalevskya. However, the study of 

the dynamics of rotating bodies of still important for aplications such as the dynamics of satellite-

gyrostat, spacecraft, re-entry vehicles, theory of gyroscopes, modern technology, navigation, space 

engineering and many other areas. 

A number of studies are devoted to the dynamics of a rigid body in a resistive medium. The 

presence of the velocity of proper rotation of the rigid body leads to the apearance of dissipative 

torques causing the braking of the body rotation. These torques depend on the properties of resistant 

medium in which the rigid body motions occur, on the body shape, on the properties of the surface of 

the rigid body and the distribution of mass in the body and on the characters of the rigid body motion. 
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Therefore, the dependence of the resistant torque on the orientation of the rigid body and its angular 

velocity can de quite complicated and requires consideration of the motion of the medium around the 

body in the general case. We confine ourselves in this paper to some simple relations that can 

qualitative describe the resistance to rigid body rotation at small angular velocities and are used in the 

literature. 

In setting up the equations of motion of a rigid body moving in viscous medium, we need to 

consider the nature of the resisting force generated by the motion of the rigid body. The evolution of 

rotations of a rigid body influenced by dissipative disturbing torques were studied in many papers and 

books. The problems of motion of a rigid body about fixed point in a resistive medium described by 

nonlinear dynamic Euler equations. An analytical solution of the problem when the torques of external 

resistance forces are proportional to the corresponding projections of the angular velocity of the rigid 

body is obtain in several works. The dependence of the dissipative torque of the resistant forces on the 

angular velocity vector of rotation of the rigid body is assumed to be linear. We consider dynamics of 

a rigid body with arbitrary moments of inertia subjected to external torques include small dissipative 

torques.  

Keywords: rigid body, resistive medium, Euler’s case, Lagrange’s case. 
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 ВСТУП 1

Дослідження задач динаміки твердого тіла відносно центра мас становить значний 

інтерес у теоретичному та прикладному аспектах. Рівняння, що описують рухи 

твердого тіла під впливом зовнішніх і внутрішніх моментів сил різної фізичної 

природи, істотно нелінійні, а їх аналіз представляє серйозні математичні труднощі. 

Для подолання цих труднощів широко використовуються підходи, що ґрунтуються 

на ідеї малого параметра. Це – методи регулярних та сингулярних збурень, метод 

усереднення. Вони дозволяють досить повно дослідити задачі у випадках, коли 

обертання тіла близьке до рухів Ейлера-Пуансо та Лагранжа-Пуассона. 

В даний час є велика бібліографія, присвячена дослідженню збурених рухів 

твердого тіла відносно центра мас та дослідженням у динаміці космічних та інших 

літальних апаратів, гіроскопічних систем, інших технічних об’єктів. 

Наразі є значна потреба у написанні та публікації оглядової статті, присвяченій 

дослідженню проблем динаміки твердого тіла у середовищі з опором. Цей огляд не 

претендує на повноту і відповідає, насамперед, науковим інтересам авторів. 

 АНАЛІЗ ЛІТЕРАТУРНИХ ДАНИХ ТА ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 2

Проблема еволюції обертань твердого тіла відносно центра мас здавна привертає 

увагу механіків і математиків. Дослідження обертання важкого твердого тіла почалося 

в середині XVIII століття і продовжується до наших днів. В останні десятиліття здобуто 

багато розв’язків задач, запропоновані нові форми рівнянь, розвинуті нові методи їх 

досліджень. 

У роботах, що розглядаються, досліджуються збурені обертальні рухи твердого 

тіла відносно центра мас під дією моментів сил опору. Такі задачі виникають у зв’язку з 

вивченням руху супутників відносно центра мас, у питаннях орієнтації та стабілізації 

космічних апаратів, у динаміці гіроскопів. Диференціальні рівняння цих систем 

нелінійні та їх дослідження зустрічають серйозні математичні труднощі. Асимптотичні 

методи є потужним апаратом дослідження проблем динаміки твердого тіла. 

 ЦІЛЬ ТА ЗАДАЧІ ДОСЛІДЖЕННЯ 3

Основна мета цієї статті полягає у дослідженні еволюції руху твердого тіла 

відносно центра мас під дією моментів сил опору. Встановлення  впливу моментів сил 

опору середовища на кількісні та якісні властивості збурених рухів твердого тіла 

відносно центра мас, які близькі до випадків Ейлера та Лагранжа. При цьому основна 

увага приділяється роботам, у яких розв’язання поставлених задач проводиться за 

допомогою методу усереднення. 

 РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛІДЖЕНЬ. ЗАГАЛЬНІ ФІЗИЧНІ 4

СПІВВІДНОШЕННЯ 

Розглянемо задачу, що призводить до інтегрування динамічних рівнянь Ейлера. 

Наявність швидкості власного обертання тіла зумовлює появу дисипативних моментів, 

які викликають гальмування обертання тіла. 

Компоненти моменту сил опору відносно осей, які зв’язані з тілом, залежать від 

компонент , ,p q r  кутової швидкості обертання тіла. Залежність дисипативного 

моменту сил опору від вектора кутової швидкості обертання тіла є лінійною. 

Відповідно до [1], запишемо у зв’язаній з тілом системі координат вирази для 
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компонент вектора моменту сил в’язкого тертя 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

r

I I I p

I I I q

I I I r

  
  

   
  
  

L . (1) 

Тут ijI   коефіцієнти моменту сил опору обертанню тіла. Ціла низка досліджень 

присвячена динаміці твердого тіла в середовищі з опором. У роботах Л. Д. Акуленка, 

Д. Д. Лещенка, Ф. Л. Черноуська, А. Л. Рачинської [2, 3] розглянуто швидкий рух 

навколо нерухомої точки несиметричного твердого тіла або супутника в середовищі з 

опором. 

Найчастіше різними авторами при дослідженні руху твердого тіла у середовищі з 

опором розглядається випадок діагональної дисипації (концепція Грінхілла-

Зоммерфельда) [5]. У цих випадках маємо тверде тіло, з довільним розподілом мас 

1 2 3( , , )J diag A A A , де J   матриця моментів інерції системи, та діагональною 

матрицею дисипації 1 2 3( , , )D diag    . Тут 1 2 3, ,     постійні коефіцієнти 

пропорційності, що залежать від властивостей середовища. 

Дійсно, момент сил опору залежить взагалі не лише від фізичних властивостей 

середовища, але й від розподілу мас, тобто конфігурації системи. Однією з 

найпростіших систем такого виду є система Грінхілла [5-11], для якої 1 2 3      . 

Припустимо, що у динамічних рівняннях Ейлера 

1 3 2

2 1 3

3 2 1

( ) ,

( ) ,

( ) .

x

y

z

A p A A qr L

A q A A rp L

A r A A pq L

  

  

  

  (2) 

Опір повітря, що діє на тіло, можна представити парою прикладених сил. При 

цьому проекції моменту цієї пари на головні осі інерції пропорційні величинам 

1 2,A p A q  і 3A r . Відповідно маємо [5-11] 

1 2 3, ,x y zL A p L A q L A r        . (3) 

Тут   – деякий коефіцієнт пропорційності, що залежить від властивостей середовища. 

Припущення (3) накладає деякі обмеження на форму поверхні та кутову швидкість тіла. 

Зазначимо, що за умов (3) систему (2) можна звести до звичайних динамічних 

рівнянь Ейлера за допомогою підстановок [6-8, 12] 

1 1 1, ,t t tp e p q e q r e r          .  (4) 

З переходом до нового параметра 1

1 ( 1)tt e      приходимо до рівнянь, 

аналогічних випадку Ейлера 

1 3 2 1 1

1

1
2 1 3 1 1

1

1
3 2 1 1 1

1

( ) 0,

( ) 0,

( ) 0,

dp
A A A q r

dt

dq
A A A r p

dt

dr
A A A p q

dt

  

  

 

  (5) 

які, як відомо, інтегруються в еліптичних функціях Якобі. 



Механіка та математичні методи / 
Mechanics and mathematical methods 

 ІІІ, ғ2, 2021 

Стор. 6-17 / Page 6-17 
 

 

 Лещенко Д. Д., Козаченко Т. О. 

10    https://doi.org/10.31650/2618-0650-2021-3-2-6-17 

При вивченні руху твердого тіла у випадку Лагранжа 1 2( )A A  у середовищі з 

опором динамічні рівняння з урахуванням (3) записуються у вигляді 

1 3 1 1

1 1 3 1

3 3

( ) sin cos ,

( ) sin sin ,

.

A p A A qr mgl A p

A q A A rp mgl A q

A r A r

  

  



   

    

 

  (6) 

За допомогою підстановок [12] 

1 1 1, ,t t tp e p q e q r e r         

отримаємо систему вигляду 

1 3 1 1 1

1

1
1 1 3 1 1

1

1
3

1

( ) sin cos ,

( ) sin sin ,

0.

dp
A A A q r mgl

dt

dq
A A A r p mgl

dt

dr
A

dt

  

  



   

    

 

  (7) 

Система (7) еквівалентна рівнянням руху твердого тіла у випадку Лагранжа. 

Вважаючи в рівняннях (2) 1 2A A , припустимо, що праві частини цих рівнянь 

мають вигляд 

, ,x y zL ap L bq L cr      . (8) 

У разі симетричного тіла відмінність у величинах коефіцієнтів a  та b  при силах 

природного опору середовища, пропорційних проекціям p  та q  кутової швидкості тіла 

на рівнозначні в даному випадку осі x  і y  малоймовірно. Тому зазвичай розглядається 

випадок 

, ,x y zL ap L aq L cr      . (9) 

Можна, проте уявити симетричне тіло, що обертається, оснащене двома 

моментними датчиками, розташованими на взаємно перпендикулярних осях x  і y , які 

формують моменти, пропорційні величинам p  і q  (з точністю до збурюючих обставин) 

[5]. У цьому випадку коефіцієнти a  і b , що залежать від параметрів моментних 

датчиків, можуть бути прийняті різними. 

У роботах [13-15] момент сил тертя приймається спрямованим протилежно до 

вектора кутової швидкості і дорівнює 

r L ω , (10) 

де    деяка стала. Якщо враховується тертя повітря, то постійна   залежить від 

форми тіла і від щільності повітря. З аеродинамічної точки зору було б правильніше 

вважати момент сил тертя повітря пропорційним квадрату кутової швидкості ω . 

Для нас істотним є те, що вираз (10) встановлює головну особливість, яка полягає в 

тому, що сила тертя повітря спрямована проти руху. Досвід показує, що результати, 

отримані на основі такого припущення про закон тертя, зазвичай підтверджуються 

значно ширше, ніж можна очікувати, виходячи з характеру прийнятого припущення 

[13]. 

У [8] наголошується, що тверде тіло, що обертається в повітряному середовищі, 
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частиною захоплює його за собою, внаслідок чого кінетична енергія тіла розсіюється. 

Характер опору залежить від форми поверхні тіла і проблема, яка поставлена з усією 

строгістю, була б складною. За наближеною схемою, зазначеною Клейном і 

Зоммерфельдом [8, 16], передбачається, що опір середовища може бути представлений 

двома парами, моменти яких пропорційні екваторіальній і осьовій складових кутової 

швидкості динамічно симетричного твердого тіла ω  і спрямовані протилежно їм. 

У цьому випадку рівняння руху динамічно симетричного твердого тіла в 

середовищі з опором записують у вигляді 

2

1 3 1 1

2

1 1 3 1

2

3 3

( ) ,

( ) ,

.

A p A A qr a A p

A q A A rp a A q

A r c A r

   

   

 

  (11) 

Тут 1 2,A A  – моменти інерції тіла відносно екваторіальних осей, 3A  – момент інерції 

відносно осі фігури z ; ,a c  – сталі. 

У роботі [17] досліджується рух навколо центра мас несиметричного твердого тіла, 

на яке діє два малих збурюючих моменти: постійний у зв’язаних з тілом осях і лінійний 

дисипативний, що містить доданки, які квадратично залежать від кутової швидкості. 

Рівняння руху твердого тіла під дією постійного моменту і моментів, що лінійно і 

квадратично залежать від кутової швидкості мають вигляд 

1 3 2 1 1

2 1 3 2 2

2

3 2 1 3 3 3

( ) ,

( ) ,

( ) .

A p A A qr L N p

A q A A rp L N q

A r A A pq L N r Q r

   

   

    

  (12) 

Тут 1 2 3, ,L L L  – постійні, 1 2 3 3, , ,N N N Q  – додатні. 

Як додатки можна назвати задачі про підтримку кутової швидкості гіроскопа за 

допомогою моменту, пропорційного різниці квадратів фактичної та необхідної кутової 

швидкості [17-20]. 

Рівняння руху несиметричного гіроскопа під дією моменту, що залежить від 

кутової швидкості, мають вигляд [18-20] 

2 2

1 3 2 0

2 1 3

3 2 1

( ) ( ),

( ) 0,

( ) 0,

A p A A qr c p p

A q A A rp

A r A A pq

   

  

  

  (13) 

або 

1 3 2

2 1 3

2 2

3 2 1 0

( ) 0,

( ) 0,

( ) ( ).

A p A A qr

A q A A rp

A r A A pq r r

  

  

   

  (14) 

Тут 0p  – задана величина, яка має наближатися до ,p   – малий параметр. 

У роботах [18, 20] розглядаються демпфуюча дія реактивного струменя ракети на її 

рух. У [18] досліджено рух динамічно симетричного тіла, у якого струмінь продуктів 

горіння викидається двигуном вздовж осі симетрії. У статті [20] розглядається рух 

динамічно несиметричного тіла, а напрямок реактивного струменя збігається з 

головними осями інерції корабля. Рівняння руху ракети в проекціях на її головні осі 

інерції мають вигляд 
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1 3 2

2 1 3

3 2 1

( ) ,

( ) ,

( ) 0.

A p A A qr Sp

A q A A rp Sq

A r A A pq





   

   

  

  (15) 

Тут S  – додатна конструктивна стала, що характеризує демпфуючу дію реактивного 

струменя ракети,   – малий параметр. 

Опір може передбачатися квадратичним по відношенню до кутової швидкості. У 

роботі [21] момент сил опору середовища представлений у вигляді [22] 

 , , ,r I p p q q r r    L ω ω , (16) 

де ( ) ( , 1,2,3)ijI i j I  – матриця постійних коефіцієнтів аеродинамічного опору 

обертанню тіла, , ,p q r  – проекції вектора кутової швидкості тіла на осі. 

У статтях [23, 24] розглядається збурений рух асиметричного твердого тіла, що 

обертається, та космічного апарата на круговій орбіті під дією малого аеродинамічного 

моменту, пропорційного кутовій швидкості тіла. Передбачається також, що один з 

моментів інерції КА є періодичною функцією часу. Кінетичний момент тіла відносно 

центра мас записується як 

1 2 3( )I A t p A q A r   G ω i j k .  (17) 

Тут , ,i j k  – одинарні вектори системи координат, що зв’язані з КА. 

При русі КА в середовищі з малим опором, момент сил опору пропорційний 

кутовій швидкості тіла 

( )r p q r      L ω i j k . (18) 

Тут   – коефіцієнт в’язкого тертя. 

При дослідженні збурених рухів твердого тіла, близьких до випадку Лагранжа, в 

середовищі з опором збурюючі моменти ( 1,2,3)iM i   ( 1    малий параметр, що 

характеризує величину збурень) мають вигляд [4, 25, 26] 

, , , , 0x y zL ap L aq L cr a c       , (19) 

де ,a c  – деякі постійні коефіцієнти пропорційності, що залежать від властивостей 

середовища та форми тіла. У роботах [4, 25, 26] лінійно-дисипативні збурюючі 

моменти, що діють на тверде тіло з боку зовнішнього середовища записуються у 

вигляді (6). 

У статті [28] враховуються сили дисипації, сумарні моменти яких відносно осей 

,Ox Oy  і Oy  пропорційні проекціям ,p q  і r  кутової швидкості тіла та записуються 

наступним чином: 

1 1 1 3, ,x y zL A p L Aq L A r        , (20) 

де   і 1  – деякі постійні, що залежать від форми поверхні тіла. 

У роботах [29, 30] задача про рух твердого тіла в середовищі з опором 

розглядається як розвиток задачі про рух важкого твердого тіла навколо нерухомої 

точки у випадку Лагранжа. Прикладом такого тіла є космічний апарат, що спускається 

в атмосфері планети. Малі демпфуючі моменти пропорційні проекціям кутової 

швидкості. 

У статті [31] розглядається рух осесиметричного твердого тіла навколо нерухомої 

точки під дією відновлюючого моменту, що залежить від повільного часу 
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( 1)t     і кута нутації  , спрямованого вздовж осі Oz , і малих демпфуючих 

моментів ( , ) , ( , ) , ( , )x y zI p I q I r         , спрямованих по осях ,Ox Oy  і Oz . 

У роботах [32, 33] при вивченні збуреного руху твердого тіла, близького до 

випадку Лагранжа, під дією зовнішнього середовища розглядаються збурюючі лінійно-

дисипативні моменти, що повільно змінюються у часі: 

( ) , ( ) , ( ) , ( ), ( ) 0, , 1x y zL a p L a q L c r a c t                . (21) 

Тут ( ), ( )a c   – функції, які інтегруються та залежать від властивостей середовища та 

форми тіла. Причому в [32] досліджуються збурені рухи твердого тіла, близькі до 

випадку Лагранжа, під дією моменту, який повільно змінюється в часі. В роботі [33] 

розглядається еволюція обертань твердого тіла під впливом нестаціонарних 

відновлюючого та збурюючого моментів. 

У статті [34] досліджуються збурені обертальні рухи твердого тіла, близькі до 

регулярної прецесії у випадку Лагранжа, під дією відновлюючого моменту, який 

залежить від повільного часу та кута нутації, а також збурюючого моменту, що 

повільно змінюється в часі. Тіло передбачається швидко закрученим, а відновлюючий і 

збурюючий моменти передбачаються малими з певною ієрархією малості компонентів. 

Вважається, що зовнішнє середовище, що діє на тверде тіло, повільно змінює 

властивості в’язкості внаслідок зміни густини, температури, складу середовища. 

Збурюючі моменти є лінійно-дисипативними та мають вигляд 

1 1 3( ) , ( ) , ( )x y zL I p L I q L I r           . (22) 

Тут 1 3( ), ( )I I   – додатні функції, які інтегруються на проміжку ~ 1 . 

У роботі [35] розглядається рух симетричного важкого твердого тіла з нерухомою 

точкою під дією сил тертя, обумовлених навколишнім дисипативним середовищем. 

Повний момент сили тертя r
L , що діє на тіло, вважається малим та антипаралельним 

вектору кутової швидкості тіла ω . Вважається що 

 2r  L F ω ω , (23) 

де   – мала, додатна безрозмірна стала, функція F  задовольняє умовам: ( )xF   

Липшицева, неперервна та додатна для 0x  , а також 1 2

0
lim ( ) 0
x

x F x


 . 

У роботі [36] досліджується обертальний рух динамічно несиметричного твердого 

тіла відносно центра мас під дією моменту сил опору. Проводиться чисельне 

моделювання кривої годографа вектора кінетичного моменту у тривимірному просторі. 

У статтях [37, 38] досліджено стійкість рівномірного обертання вовчка Лагранжа з 

рідиною в середовищі, що чинить опір, з урахуванням заданого постійного моменту та 

одержані умови асимптотичної стійкості рівномірного обертання несиметричного 

твердого тіла у середовищі з опором. 

 ОБГОВОРЕННЯ РЕЗУЛЬТАТІВ ДОСЛІДЖЕННЯ 5

Інтерес до проблем динаміки твердого тіла значно посилився у другій половині XX 

століття у зв’язку з розвитком ракетно-космічної техніки, зростанням швидкостей та 

маневреності літаків, створенням гіроскопічних систем. Дослідження руху супутників 

та космічних апаратів відносно центра мас важливе для створення систем управління 

орієнтацією, стабілізації руху, для вирішення практичних задач космонавтики. У 

проаналізованих роботах досліджується рух твердого тіла в середовищі, що діє на тіло 

внаслідок моментів, які залежать від його кутової швидкості. Розглянуто випадки 
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одночасного впливу моментів сил тяжіння та опору. Досліджено задачі про рух 

супутника відносно центра мас під дією гравітаційного моменту та моменту сил опору. 

 ВИСНОВКИ 6

У всіх роботах, розглянутих у статті, наведено та проаналізовано вихідні рівняння, 

проведено процедуру їх розв’язування. В результаті аналізу одержаних рівнянь 

встановлено кількісні та якісні особливості рухів, дано опис еволюції рухів тіла. 

Виклад у роботах ілюструється рядом прикладів. 
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