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Анотація. У припущенні, що центр мас несиметричного твердого тіла знаходиться на 

третій головній осі інерції твердого тіла, досліджені раніше отримані умови асимптотичної 

стійкості рівномірного обертання у середовищі з опором динамічно несиметричного твердого 

тіла. Тверде тіло обертається навколо нерухомої точкі, знаходиться під дією сил тяжіння, 

дисипативного моменту і постійного моменту в інерціальній системі відліку. Умови стійкості 

представлені у вигляді системи трьох нерівностей. Перша і друга нерівність мають першу 

ступень відносно динамічного дебалансу, а третья нерівність має третью ступень. Перша і третя 

нерівність мають другий ступінь щодо перекидального або відновлювального моменту, а друга 

нерівність – перший ступінь. Перша та третя нерівність мають четвертий ступінь відносно 

постійного моменту, а друга нерівність має другий ступінь. Найбільш складною для 

дослідження є третя нерівність. Проведені аналітичні дослідження впливу динамічного 

дебалансу, відновлювального і перекидального моменту на умови асимптотичої стійкості. 

Отримані умови асимптотичої стійкості рівномірного обертання у середовищі з опором 

несиметричного твердого тіла при досить малих значеннях динамічному дебалансу. Виписані 

достатні умови стійкості с точністью до другого порядку малості відносно постійного моменту 

і першого порядку малості відносно відновлювального і перекидального моментів. Отримані 

умови нестійкості при досить великому динамічному дебалансі. Досліджено вплив динамічного 

дебалансу на умови стійкості обертання твердого тіла навколо центру масс. Показано, що при 

відсутності дисипативної несиметрії для асимпотичної стійкості достатньо, щоб осьовий 

момент інерції твердого тіла був більший за подвійний екваторіальний момент і виконувалося 

відома необхідна умова стійкості для симетричного твердого тіла. 

Ключові слова: динамічно несиметричне твердо тіло, рівномірне обертання, середовище з 

опором, постійний момент в інерціальній системі відліку, асимптотична стійкість. 
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Abstract. Under the assumption that the center of mass of an asymmetric rigid body is located on 

the third principal axis of inertia of a rigid body, the previously obtained conditions for the asymptotic 

stability of uniform rotation in a medium with resistance of a dynamically asymmetric rigid body are 

investigated. A rigid body rotates around a fixed point, is under the action of gravity, dissipative 

moment and constant moment in an inertial frame of reference. The stability conditions are presented 

as a system of three inequalities. The first and second inequalities have the first degree relative to the 
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dynamic unbalance, and the third inequality has the third degree. The first and third inequalities are of 

the second degree with respect to the overturning or restoring moment, and the second inequality is of 

the first degree. The first and third inequalities are of the fourth degree with respect to the constant 

moment, and the second inequality is of the second degree. The third inequality is the most difficult to 

study. Analytical studies of the influence of dynamic unbalance, restoring and overturning moments 

on the conditions of asymptotic stability are carried out. Conditions for the asymptotic stability of 

uniform rotation in a medium with resistance to an asymmetric rigid body are obtained for sufficiently 

small values of dynamic unbalance. Sufficient stability conditions are written out up to the second 

order of smallness with respect to the constant moment and the first order of smallness with respect to 

the restoring and overturning moments. Instability conditions are obtained for sufficiently large 

dynamic unbalance. The effect of dynamic unbalance on the stability conditions for the rotation of a 

rigid body around the center of mass is studied. It is shown that in the absence of dissipative 

asymmetry, it is sufficient for asymptotic stability that the axial moment of inertia of a rigid body be 

greater than the double equatorial moment and that the well-known necessary stability condition for a 

symmetric rigid body be satisfied.  

Keywords: dynamically asymmetric rigid body, uniform rotation, resisting medium, constant 

moment in inertial frame of reference, asymptotic stability. 
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1 ВСТУП 

В даний час є досить велика кількість робіт, в яких проводяться різні дослідження 

динаміки твердих тіл, що обертаються у середовищі з опором. Наведемо лише роботи, 

які найближчі до розглядуваної задачі. У роботах [1, 2] розглянуто кілька прикладів 

рухів твердих тіл з малою несиметрією і запропоновано алгоритм вивчення таких 

систем. Показано, що мала динамічна несиметрія твердого тіла призводить до появи 

додаткового інтервалу нестійкості, довжина якого прямує до нуля при прямуванні до 

нуля величини дебалансу. В статті [3] проведені дослідження впливу дисипативного 

моменту і постійного моменту в інерціальній системі відліку на стійкість стаціонарних 

рухів гіроскопа Лагранжа. У роботі [4] ця задача була узагальнена на випадок 

рівномірних обертань гіроскопа Лагранжа на струнному підвісі. В статтях [5, 6], на 

підставі критерію Льєнара-Шіпара в іннорному вигляді, отримано умови 

асимптотичної стійкості рівномірного обертання у середовищі з опором 

несиметричного твердого тіла. Рівномірного обертання твердого тіла підтримується 

постійним моментом у неінерціальній системі відліку. Умови стійкості записано у 

вигляді системи трьох нерівностей. Проведено аналітичні дослідження цих 

нерівностей. Отримано умови на величини постійного моменту і моменту інерції 

третьої головної осі, які при дії відновлювального моменту достатні для асимптотичної 

стійкості. Показано, що при досить великому постійному моменті буде спостерігатися 

асимптотична стійкість при дії відновлювального моменту, якщо обертання твердого 

тіла відбувається навколо осі найбільшого моменту інерції і найменшого з подвоєних. 

Дано узагальнення отриманих умов стійкості на випадок наявності в твердому тілі 

порожнини з ідеальної нестисливої рідини, що здійснює потенціальний рух. Показано, 

що при відсутності дисипації, отримані умови стійкості збігаються з відомими. Стаття 

[7] узагальнює результаті статті [3] на випадок рівномірних обертань динамічно 

несиметричного важкого твердого тіла. В ній, у припущенні, що центр мас 

несиметричного твердого тіла знаходиться на третій головній осі інерції твердого тіла, 

отримані умови асимптотичної стійкості рівномірного обертання динамічно 

несиметричного важкого твердого тіла. Ці умови отримані у вигляді системи трьох 

нерівностей. Тверде тіло знаходиться під дією сил тяжіння, дисипативного моменту і 

постійного моменту в інерціальній системі відліку. Показано, що положення рівноваги 

твердого тіла буде стійким тільки при дії відновлювального моменту. Динамічна 

несиметрія більш суттєво впливає на стійкість обертання несиметричного твердого 

тіла, ніж дисипативна несиметрія. Проведено дослідження умов стійкості для різних 

граничних випадків малих або великих значень величин відновлювального, 

перекидального або постійного моментів. Зазначається, що з досить великих значеннях 

модуля відновлювального моменту обертання несиметричного твердого тіла буде 

асимптотично стійким. Якщо осьовий момент інерції є найбільшим або найменшим 

моментом інерції, то при досить великих значеннях кутової швидкості, як при дії 

перекидального моменту, так і при дії відновлювального моментів, обертання 

несиметричного твердого тіла буде асимптотично стійким. Проведено аналітичні 

дослідження впливу дисипативного, постійного, перекидального і відновлювального 

моментів на стійкість рівномірних обертань несиметричних та симетричних твердих 

тіл. Показано, що при відсутності динамічній та дисипативній симетрії отримані умови 

стійкості збігаються з відомими. У роботі [8] узагальнюється задача, яка була 

розглянута в [7], на випадок постійних моментів в інерціальній і неінерціальній 

системах відліку. Найбільш вдалий огляд сучасної літератури по розглядуваної задачі 

наданий в роботах [5‒8, 10‒12]. У монографії [9] представлений уніфікований і добре 

розроблений підхід до динаміки кутових рухів твердих тіл, що зазнають моментів 

збурення різної фізичної природи. Строгий підхід, заснований на процедурі 
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усереднення, застосовується до тіл з довільними еліпсоїдами інерції. Детально 

розглядається дія різних моментів збурень, як зовнішніх (гравітаційний, 

аеродинамічний, сонячний тиск), так і внутрішніх (завдяки в’язкій рідині в резервуарах, 

пружним і в’язкопружним властивостям тіла). В статті [10] розглянуто рух навколо 

центру мас сфероїда із порожниною, заповненою в’язкою рідиною. Момент сил, що 

діють тіло з боку в’язкої рідини в порожнині, визначають за методикою, розробленою в 

роботах Ф. Л. Черноусько. Асимптотичний підхід дозволяє отримати деякі якісні 

результати та описати нелінійну еволюцію кутового руху за допомогою спрощених 

усередніх рівнянь. В статті [11] досліджуються збурені обертальні рухи твердого тіла, 

схожі на випадок дзиги Лагранжа, піддані повільно змінним у часі моментам сил 

відновлення та збурення. Відновлюючий момент також залежить від малого кута 

нутації. Для розв’язування задачі використовується метод усереднення. Встановлено 

умови можливості усереднення (по фазі кута нутації) рівнянь руху твердого тіла, 

пов’язаних із випадком Лагранжа. Отримано усереднену систему рівнянь у першому 

наближенні. Асимптотичний підхід дозволяє отримати деякі якісні результати та 

описати еволюцію руху за допомогою спрощених усереднених рівнянь. У випадку 

обертального руху тіла, зануреного в лінійно-дисипативне середовище, проводиться 

чисельне інтегрування усередненої системи рівнянь. Вивчається новий клас 

обертальних рухів дзиги Лагранжа для нестаціонарного моменту збурення, а також для 

моменту відновлення, який повільно змінюється з часом і залежить від малого кута 

нутації. У роботі [12] розглянуто рух навколо центру мас майже динамічно сферичного 

твердого тіла з порожниною, заповненою рідиною високої в’язкості, на яку діють 

постійні нерухомі обертальні моменти тіла. Момент сил, що діють на тверде тіло з боку 

в’язкої рідини в порожнині, визначається за методикою, розробленою в роботах 

Ф. Л. Черноусько. Отримані асимптотичні та чисельні розв’язки описують еволюцію 

руху тіла під дією малих внутрішніх і зовнішніх моментів.  

У даній статті продовжуються дослідження умов асимптотичної стійкості 

рівномірних обертань у середовищы з опором несиметричного твердого тіла, яки були 

раніше отримані у роботі [7]. З урахуванням перекидального і відновлювального 

моментів, а також при їх відсутності, проведено аналітичні дослідження впливу малого 

і великого динамічного дібалансу на умови стійкості. Досліджено вплив динамічного 

дібалансу на стійкості і нестійкості при відсутності дисипативної несиметрії. 

2 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ. ОСНОВНІ РІВНЯННЯ 

Розглянемо важке динамічно несиметричне тверде тіло, яке обертається навколо 

нерухомої точки, в припущенні, що на нього діє дисипативний момент d  M Dω   

 1 2 3( , , ); 0; 1,3idiag D D D D i  D , що моделює опір середовища та постійний 

моменти M γp P , який підтримує сталу кутову швидкість власного обертання 

твердого тіла. Будемо вважати, що на третій головної осі інерції твердого тіла 

знаходиться центр мас твердого тіла і твердо тіло в незбуреному русі рівномірно 

обертається с кутою швидкістю 0ω  навколо цієї вісі. Тут ω  – кутова швидкість 

твердого тіла, γ  – одиничний вектор висхідної вертикалі, P  – довільна стала. 

Рівняння руху твердого тіла мають вигляд [3, 5, 7] 

( )
V

P D


     


Jω ω Jω γ γ ω
γ

;  (1) 

0  γ ω γ , (2) 
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де  1 2 3, ,diag J J JJ  – тензор інерції твердого тіла для нерухомої точки; ( )V   k γ  – 

потенційна енергія ( mgc  , m  – маса твердого тіла, c  – відстань від нерухомої точки 

до центру мас твердого тіла, g  – прискорення вільного падіння); k  – одиничний вектор 

третьої головної осі; γ  – одиничний вектор висхідної вертикалі. 

Рівняння (1) виражає теорему про зміну кінетичного моменту Jω , а рівняння (2) – 

умова сталості вектора γ  в інерціальній системі відліку. 

Проектуючи рівняння руху твердого тіла (1) – (2) на головній осі інерції твердого 

тіла для нерухомої точки, отримаємо: 

1 1 3 2 2 3 2 1 1

2 2 1 3 3 1 1 2 2

3 3 2 1 1 2 3 3 3

( ) ;

( ) ;

( ) ,

J J J D

J J J D

J J J P D

    

    

   

    


    
    

 (3) 

1 2 3 3 2

2 3 1 1 3

3 1 2 2 1

0;

0;

0.

    

    

    

  


  
   

 (4) 

Система (3) – (4) допускає розв’язки: 

1 2 3 1 2 3 0

3

0, 1, 0,
P

D
               , (5) 

1 2 3 1 2 3 0

3

0, 1, 0,
P

D
       


        , (6) 

які відповідають рівномірним обертанням твердого тіла з кутовою швидкістю   

навколо вертикально розташованої третьої головної осі. При цьому розв’язку (5) 

відповідає випадок "сплячої" дзиги, на яку діє перекидальний момент ( 0  , центр мас 

твердого тіла перебуває вище нерухомої точки ( 0)c  , а розв’язку (6) – випадок 

статично врівноваженої дзиги, на яку діє відновлювальний ( 0  , центр мас 

знаходиться нижче нерухомої точки ( 0)c  . Таким чином, розв’язку (5) відповідає 

випадок 0  , а розв’язку (6) відповідає 0  . 

Вважаючи в обуреного руху 3 1    , 3     (знак плюс відповідає рішенню 

(5), а знак мінус   (6)) і, зберігаючи для інших змінних їх колишні позначення, 

запишемо лінеаризовані рівняння збуреного руху: 

   

   

2

2 1 2 1 3 1 1 2 2 2

2

1 2 2 2 3 2 2 1 1 1

0,

0.

J D J J J D P

J D J J J D P

      

      

           


          

  (7) 

Тут 1 2 3 0J J J J    . 

Основна відмінність отриманих рівнянь (7) від аналогічних рівнянь робіт [3, 4] 

полягає в тому, що через динамічну 2 1( )J J  та дисипативну 2 1( )D D  несиметрію не 

можна спростити ці рівняння шляхом введенням комплексної функції 1 2i  . Слід 

також зазначити, що система рівнянь (7) описує рух лінійної механічної системи з 

двома ступенями свободи, що знаходиться під дєю сил довільної структури: 

дисипативних, потенційних, гіроскопічних і циркуляційних [1, 3–5]. 
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3 АСИМПТОТИЧНА СТІЙКІСТЬ РОЗВ’ЯЗКІВ (5) – (6) 

У роботі [7] були отримані наступні умови асимптотичної стійкості розв’язків (5) – 

(6): 

     

  

2 2 2 2 3 2

3 3 1 3 3 2 3 1 3 2 3

4 2 2 2 2 2 4

3 3 3 1 3 2 3 3 1 3 2

( ) ( )

( )( ) 0,

D J J P D J J P D D D D D P

D JD P D D D D D P J J J J P

         

            
(8)  

   2 2

1 2 3 12 32D D D J JD P    , (9) 

 
2 3 2 4 2

1 2 1 2 3 3 1 0 4 2 0 0J J D D D D p P p P p         ,  (10) 

де  

      
 

2

1 3 2 1 3 1 2 12 1 2 12 3

2

12 1 2 1 2 3

2 2 2

,

J J D J J D J J J J D JP

J D D D D D

         

 
 

   2 4 2 2

0 3 12 1 2 3 1 2 3 12 3 1 2 12 12 32 2 2J J J J D J P D D J J D D D J J D P         ,  (11) 

 2

4 3 12 1 2 32 2p J J J J J D  , 

      

    

2

2 2 3 2 1 1 2 3 1 2 1 2 1 2 12 3

2 2 2

1 3 1 2 2 1 1 2 12 3 1 2 12 3 3

2 4 2

2 ,

p J J J D J J J J J D D J J J D

J J J D J J D JD D J D J D J D D

       

     

 

2 3

0 1 2 12 1 2 1 2 3 3 12 1 2 2 1( ) ( ) , , 0p J J J D D D D D J J J J J D J D          
. 

Так як в нерівності (8) – (10) та в позначення (11) стала P  входить в парний 

ступені, то ці нерівності при дії перекидального моменту ( 0 ) визначають умови 

асимптотичної стійкості рішення (5), а при дії відновлювального моменту ( 0  ) – 

рішення (6). 

Проведемо дослідження впливу динамічного дибалансу на умови стійкості. Нехай 

2 1(1 )J J   , де 1   , тоді система нерівностей (8) – (10) отримують вигляд:  

     

      

 

2
2 2 3 2

3 3 1 3 1 3 2 3 0

24 2 2 2 2 2 4

3 1 3 3 3 1 3 2 3 3 1

2 2 2

1 3 3 1

2

0,

D J J P D D D D D P a

D J J D P D D D D D P J J P

J J P D J P





       

         

      

  (12) 

       2 2 2

1 2 3 1 1 2 3 1 3 1 1 32 2 2D D D J D D J J D P J D D P           , (13) 

     

 

   

2 2 3

10 00 11 01 22 12 02 13 03

4 2 4 2

40 20 00 41 21 01

4 2 2 2 2 3

42 22 02 43 23 0.

p P p P p p P p P p

p P p P p p P p P

  



 

              

      

     

  (14) 

Тут 

   
2 22 2 2 2 2

0 3 3 1 1 10 3 1 1 2 3 1 2 3( ) , 2 ,a D J J P J P J J P D D D D D D             
  

    2 2

00 3 1 3 1 2 1 32 2 2J J J D D J D P         

       2 2 2

1 1 2 1 2 3 3 1 2 1 2 32 ,J D D D D D J D D D D D P      
 
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        
  

2 2

11 3 1 1 2 1 3 1 2 1 2 3 1 1 2

2 2

1 2 1 2 3

2 2 5 6

,

J J J D D D D D D D J D D D P

D D D D D

          
 

 
 

    

     
      

   

2

01 3 1 3 1 3 1 1 3 1 3 2

2 2 3

1 1 2 1 1 2 3 3 1 2 1 3 22 1 1 2 3

2

12 3 1 1 1 2 3 3 1 1 3 1 2 1 1 3

2

02 3 3 1 1 1 3 1 3 1 3 2

3 2

2 2 4 2 2

, ,

2 3 3 8 4 ,

2 2 5 2 2 5

J J J J J D J D J J D P

J D D D D D D J D D D D P J D D D

J J D J D D J J D J J D D J D P

J J J D J J J D J J D P

D D D

        

        

             

        

    2 2 2

1 1 3 1 ,D D J P

  

   2 2 2 4

13 1 3 1 1 3 03 1 3 1 1 32 , 2 2 ,J D D D D P J J D J D P        (15) 

   

      

 

      

       

2

40 3 1 3 1 2 1 3

2 2 2

20 1 1 2 3 1 2 3 3 1 1 3 1 2 1 2 3

2 2

00 1 2 1 2 3

41 3 1 3 3 1 1 1 2 1 3 1 3

2 2

21 3 1 1 2 1 3 1 2 3 1 1 2 3 1 1

2 2 2 ,

2 2 ,

,

2 2 2 2 2 4 ,

2 2 6 5

p J J J D D J D

p J D D J D D D J J J D D D D D D

p D D D D D

p J J J J D J D D J J J D

p J J J D D D J D J J D D J J D

     

           
   

   

       

       

       

    

      
  

2 2

3 1 2 1 1 2 1 1 2 3 1 3 3 01 1 2 1 2 3

42 1 3 3 1 1 1 2 1 3 1 3

2

22 1 2 3 1 1 3 3 1 1 2 3 1 1

2 2 2 2

3 2 1 1 3 1 3 02 1 1 2 3 43 1 3 1

2 , ,

2 2 5 2 2 5 ,

2 3 4 3 8

, , 2

J D D J D D D D D D D D D p D D D D D

p J J J J D J D J J J D

p J D J J D D J J D D J J D

D D D D D J D p J D D D p J J D

  

          

       

           

       

 

1 3

2

23 1 3 1 1 3

2 ,

2 .

J D

p J D D D D



  

 

З точністью до першого порядку малості динамічного дебалансу   нерівність (14) 

отримує вигляд  

   4 2 4 2

10 00 11 01 40 20 00 41 21 01 0p P p P p p P p P p             . (16) 

Таким чином, з точністью до першого порядку малості динамічного дебалансу система 

нерівностей (12) – (14) буде представлена у вигляді нерівностей (12), (13) і (16), де 

значення коефіцієнтів 
10 00 11 01 40 20 00 41 21 01, , , , , , , , ,p p p p p p     наведено в (15).  

Нерівності (12) і (14) з точністью до другого порядку малості відносно 

 0 0 1P P P P , де 0P – характерне значення постійного моменту, запишуться так: 

  2 2 2 2 2

3 1 3 3 1 3 2 12( ) 0D J J P D D D D P J P         , (17)  

   2 2 2 2 3

20 00 21 01 22 02 23 0p P p p P p p P p p         .  (18) 

Таким чином, з точністью до другого порядку малості постійного моменту  система 

нерівностей (12) – (14) буде представлена у вигляді нерівностей (17), (16) і (18), де 

значення коефіцієнтів 
20 00 21 01 22 02 23, , , , , ,p p p p p p p  приведені в (15).  
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Нерівності (12) і (14) з точністью до першого порядку малості відносно 

 0 0 1     де 
0  

– характерне значення постійного моменту, отримають вигляд: 

      

 

22 2 2

1 3 3 3 1 3 2 3 3 1

2 2

1 3 3 1

2

0,

J J D D D D D D J J P

J J P D J 

      

      

 (19) 

     2 3

10 00 11 01 12 02 13 03 0              . (20) 

Таким чином, з точністью до першого порядку малості відносно 0   система 

нерівностей (12) – (14) буде представлена у вигляді нерівностей (19), (13) і (20), де 

значення коефіцієнтів 
10 00 11 01 12 02 13 03, , , , , , ,         наведено в (15).  

У випадку відсутності дисипативное несиметрії  2 1D D  система нерівностей 

(12) – (14) спрощується і записується наступним чином:  

   

     

2 22 2 3 2 4 2 2 2

3 3 1 3 1 3 0 3 1 3 3

2 22 2 4 2 2 2

3 1 3 3 1 1 3 3 1

( ) 2( )

0,

D J J P D D D P a D J J D P

D D D P J J P J J P D J P





          

          

  (21) 

   2 2 2

1 3 1 1 3 1 3 1 1 32 2 2 2D D J D J J D P J D D P         , (22) 

     

   

 

2 2 3

10 00 11 01 22 12 02 13 03

4 2 4 2 4 2 2

40 20 00 41 21 01 42 22 02

2 2 3

43 23 0.

p P p P p p P p P p p P p P p

p P p P

  

 



              

         

  

  (23) 

Тут  

 2 2 2

0 3 3 1 1a D J J P J P     , 

        2 2 2 2

10 1 3 1 3 3 3 1 1 3 1 1 3 3 1 1 34 2 4 6 2 2 ,J J J D J J J D J J P J D J D D D P         

    
2 2 2 2 2

00 3 1 1 3 3 1 1 34 2J D J D J J P D D P     
 

,  

   2 2 2 2

11 3 1 3 1 1 3 1 32 2 6J J J J P D D D D        , 

     

  

2

01 3 3 1 3 1 1 1 3 1 3 1 3

2 2 2

3 1 1 3 1 3

4 2 6 2 2 4

2 ,

J J J J J D J J J J J D P

J D J D D D P

         

 
 

2 3

22 1 1 3J D D  ,     2

12 3 1 1 3 1 3 1 1 32 2 3 2J J D J J D J D D P       ,  

    2 2 2 2

02 1 3 1 3 3 3 1 1 1 3 14 2 5 3J J J D J J J D P D D J P        ,  (24) 

 2 2

13 1 3 1 1 32J D D D D P   ,  2 4

03 1 3 1 1 32 2J J D J D P   , 

   
2

40 3 1 3 1 1 34 2p J J J D J D   ,    
2 2

20 3 1 1 3 3 3 1 1 34 2p J D J D D J J D D     
 

, 

     4 3

00 1 3 41 3 1 3 3 1 1 1 3 1 34 , 2 2 6 2 4p D D p J J J J J D J J J D          , 

     2

21 3 1 1 3 3 3 1 3 1 1 3 01 002 2 2 6 , 2p J D J D D J J J J D D p p         ,  

   42 1 1 3 1 3 3 3 1 14 2 5 3p J J J J D J J J D      , 

    2 2 3 2

22 1 3 1 1 3 1 3 1 3 1 3 02 1 1 32 2 3 2 ,p J J J D J J D D D D D p J D D         , 

   2 2
43 1 3 1 1 3 23 1 3 1 1 32 2 , 2p J J D J D p J D D D D     . 
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4 ДОСЛІДЖЕННЯ УМОВ СТІЙКОСТІ (12) – (14), (16) – (20) І (21) – (23) 

Із нерівностей (13) випливає, що при дії перекидального моменту ( 0)   стійкість 

буде неможлива, коли  1 1 2 3 1 3( ) 2 2 0J D D J J D    , 
1 32D D  при 0   і 

1 32D D  

при 0  . 

Із нерівностей (12) – (14) слід, що для досить малих значеннях динамічному 

дебалансу ( 1)   при 

    2 2

3 1 3 2 1 2 3 1 1 2 3 1 30, ( ) ( ) 2 2 ,D D D D D D D J D D J J D P             

4 2

10 00 40 20 00або0 0p P p P p       (25) 

рівномірне обертання твердого тіла буде стійким. С точністью до другого порядку 

малості постійного моменту 
0P P  будемо мати наступні достатні умови стійкості: 

    2 2

3 1 3 2 1 2 3 1 1 2 3 1 3

2

20 00

0, ( ) ( ) 2 2 ,

0.

D D D D D D D J D D J J D P

p P p

          

 
  (26) 

Із нерівності (12) слід, що для   3 1 3 2 0D D D D    при досить великому 

динамічному дебалансу ( 0)    і   2 2

3 1 3J J P D    рівномірне обертання твердого 

тіла буде нестійким. Дане твердження також буде дійсним і при   3 1 3 2 0D D D D   . 

У запас стійкості також не йде випадок 1 0    і   2 2

3 1 3J J P D   . 

Із нерівності (13) також випливає, що для  1 1 2 3 1 3( ) 2 2 0J D D J J D     при 

досить великому динамічному дебалансу ( 0)    і 1 32D D  обертання твердого тіла 

буде нестійким. Дане твердження також буде дійсним і при 1 1 2( )J D D 

 3 1 32 2 0J J D   . У запас стійкості не йде випадок 1 0    і 1 32D D . 

Нерівність (14) включає в собі більш складний, ніж на нерівності (12) і (13) вплив 

динамічного дебалансу і має третій порядок малості або більшості відповідно  . При 

10 00 0    і досить малому значенні ( 0)    і 11 01 0   , а також при 0   і 

11 01 0    рівномірне обертання твердого тіла буде нестійким. Дане твердження 

також буде дійсним тільки при 10 00 0   . При досить великому значенні ( 0)    і 

13 03 0     2

43 23 0p P p   також винукає нестійкість. Для 0   це може бути при 

1 3 3 1 32J D J D D  , тобто коли 
1 32J J , а для 0   – при 1 3D D  і 1 3 3 12J D J D . У 

запас стійкості також не йде випадок 1 0    і 13 03 0     2

43 23 0p P p  . 

При відсутності несиметрії  2 1D D , згідно (21) – (24),  умови стійкості (25) і (26) 

відповідно отримують вигляд: 

 2 2

1 3 1 1 3 1 32 0D D J D J J D P       , 

   

   

2 4

3 1 3 1 1 3

2 2 2 4 3

3 1 1 3 3 3 1 1 3 1 3

2

2 0,

J J J D J D P

J D J D D J J D D P D D

  

        
 

  (27) 

 2 2

1 3 1 1 3 1 32 0D D J D J J D P       , 

   
2 2 2 2

3 1 1 3 3 3 1 1 32 0J D J D D J J P D D       
 

. (28) 
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При діє відновлювального моменту ( 0)   достатньою умовою для виконання 

нерівностей (27) і (28) є відома умова для симетричного твердого тіла [3] 

3 1 1 3 0J D J D  . (29) 

5 СТІЙКОСТІ ОБЕРТАННЯ ТВЕРДОГО ТІЛА НАВКОЛО ЦЕНТРУ 

МАСС 0 ( )  

В цьому випадку система нерівностей (12) – (14) отримає вигляд: 

  2 2 2 2

3 1 3 1 3 2 3 1 1 3( ) ( ) 0J J P D D D D D J J J P        , (30) 

 1 1 2 3 1 3 1 1 3( ) 2 2 ( 2 ) 0J D D J J D J D D       , (31) 

 

 

2 3 2 2

00 01 02 03 40 20 41 21

2 2 2 3

42 22 43 0,

p P p p P p

p P p p P

   

 

        

   
  (32) 

де 2

0 0i i P   , а значення коефіцієнтів 00 01 02 03, , ,     і 40 20 41 21 42 22 43, , , , , ,p p p p p p p  

приведені в (15). 

Із нерівностей (30) – (32) слід, що для досить малих значеннях динамічного 

дебалансу ( 1)   при 

    

   

      

3 1 3 2 1 1 2 3 1 3

2 2

3 1 3 1 2 1 3

2 2

1 1 2 1 2 3 3 1 2 1 2 3

0, ( ) 2 2 0,

2 2 2

2 0,

D D D D J D D J J D

J J J D D J D P

J D D D D D J D D D D D

      

     

       
 

  (33) 

рівномірне обертання твердого тіла буде стійким. С точністью до другого порядку 

малості постійного моменту 0P P  будемо мати наступні достатні умови стійкості: 

     2

3 1 3 2 1 1 2 3 1 3 20 000, ( ) 2 2 0, 0.D D D D J D D J J D p P p           (34) 

Із нерівності (30) слід, що при досить великому динамічному дебалансу ( 0)    і 

3 1J J  рівномірне обертання твердого тіла буде нестійким. У запас стійкості також не 

йде випадок 1 0    і 3 1J J . 

Із нерівності (31) також випливає, що при досить великому динамічному дебалансу 

( 0)    і 
1 32D D  обертання твердого тіла буде нестійким. У запас стійкості також не 

йде випадок 1 0    і 1 32D D . 

Нерівність (32), як і раніше, має третій порядок малості або більшості відповідно 

.  При 00 0   і досить малому значенні ( 0)    і 01 0  , а також для 0   і 01 0   

винукає нестійкість. При досить великому значенні ( 0)    і 03 0   рівномірне 

обертання твердого тіла також буде нестійким. У запас стійкості не йде випадок 

1 0    і 03 0  . 

При відсутності дисипативної несиметрії  2 1D D , згідно (23) – (24), умови 

стійкості (30) – (32) отримають вигляд: 

https://doi.org/10.31650/2618-0650-2022-4-2-6-18


Механіка та математичні методи / 
Mechanics and mathematical methods 

 ІV, №2, 2022 

Стор. 6-18 / Page 6-18 
 

 

 Кононов Ю. М., Чеіб А. Х. 

16           https://doi.org/10.31650/2618-0650-2022-4-2-6-18 

     

   

   

2 22 2 2

3 1 3 1 3 1 1 3

1 1 3 1 3 1 1 3

2 3 2 2 2 2 2 3

00 01 02 03 40 20 41 21 42 22 43

0,

2 2 2 2 0,

0,

J J P D D D J J J P

J D J J D J D D

p P p p P p p P p p P





     

     

    

           

  

де значення коефіцієнтів 
00 01 02 03, , ,     і 

40 20 41 21 42 22 43, , , , , ,p p p p p p p  приведены в (19). 

В цьому випадку умови стійкості (33) і (34) відповідно запишутся наступним чином: 

 1 1 3 1 3 3 1 1 32 0, 0J D J J D J D J D     , (35) 

3 1 1 3 0J D J D  . (36) 

Для виконання нерівностей (35) достатньо, щоб виконувалась нерівність 
3 12J J  і 

відома нерівність (29), а для нерівності (36) тільки нерівність (29).  

Як вже було раніше зазначено, що при 00 0   і досить малому значенні ( 0)    і 

01 0  , а також для 0   і 01 0   винукає нестійкість. Із співвідношень (19)  2 1D D  

при 0  , 1 3 14 6J J J   і 3 1 1 32 0J D J D   маємо 00 0   і 01 0  . Варіант 00 0  , 

0   і 01 0   неможлив. Таким чином, при досить малому значенні динамічного 

дебалансу рівномірне обертання твердого тіла навколо центру мас буде нестійким при 

1 3 14 6J J J   і 3 1 3 1J J D D . 

6 ОБГОВОРЕННЯ РЕЗУЛЬТАТІВ ДОСЛІДЖЕНЬ 

На підставі проведених аналітичних досліджень впливу динамічного дебалансу, 

відновлювального і перекидального моменту на умови асимптотичої стійкості 

рівномірних обертань у середовищі з опором несиметричного твердого тіла можна 

зробити наступні висновки: 

1. Умови асимптотичої стійкості представлені у вигляді системи трьох нерівностей. 

Перша і друга нерівність мають першу ступень відносно динамічного дебалансу, а 

третья нерівність – третью ступень. Перша і третя нерівність мають другий ступінь 

щодо перекидального або відновлювального моментів, а друга нерівність – перший 

ступінь. Перша та третя нерівність мають четвертий ступінь відносно постійного 

моменту, а друга нерівність має другий ступінь. Найбільш складною для 

дослідження є третя нерівність. 

2. При дії перекидального моменту стійкість буде неможлива, коли 
1 1 2( )J D D 

 3 1 32 2 0J J D   , 
1 32D D  при 0   і 

1 32D D  при 0  . 

3. Отримані умови асимптотичої стійкості при досить малих значеннях динамічному 

дебалансу. Виписані достатні умови стійкості с точністью до другого порядку 

малості постійного моменту. 

4. Отримані умови нестійкості при досить великому динамічному дебалансі. 

5. Виписані і досліджені умови стійкості і нестійкості при відсутності дисипативної 

несиметрії. Показано, що при діє відновлювального моменту достатньою умовою 

стійкості є відома умова для симетричного твердого тіла 3 1 1 3 0J D J D  . 

6. Досліджено вплив динамічного дебалансу на умови стійкості обертання  твердого 

тіла навколо центру масс. Виписані і досліджені умови стійкості і нестійкості при 

відсутності дисипативної несиметрії. Так, наприклад, було показано, що при 

досить малому значенні динамічного дебалансу рівномірне обертання твердого 

тіла буде нестійким при 1 3 14 6J J J   і 3 1 3 1J J D D . 
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