
Механіка та математичні методи / 
Mechanics and mathematical methods 

 V/1/2023 
Стор. 84-96 / Page 84-96 

 

 

 Гуртовий О. Г., Тинчук С. О. 
84    https://doi.org/10.31650/2618-0650-2023-5-1-84-96  

УДК 539.3 

ВИКОРИСТАННЯ СИМЕТРІЇ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ 
ДЕФОРМУВАННЯ ПЛИТ НА ЖОРСТКІЙ ОСНОВІ 

Гуртовий О. Г.1, Тинчук С. О.1 

1Національний університет водного господарства та природокористування  

Анотація. Запропонована оптимізація розрахункової схеми деформування прямокутної 
багатошарової плити з трансверсально-ізотропними шарами, що опирається на жорстку 
(недеформівну) основу. Суть оптимізації полягає в розгляданні такої розрахункової схеми 
плити, в якій напружено-деформований стан (НДС) плити повністю описується лише одною 
складовою, а саме беззгиновою складовою симетричного НДС відносно серединної поверхні 
двосторонньо симетрично навантаженої плити. Для цього замість реальної конструкції 
багатошарової плити, що деформується без відриву від основи, пропонується розглядати 
розрахункову схему плити, яка утворена симетричною добудовою відносно поверхні контакту 
даної плити з основою. Плита буде двосторонньо симетрично навантаженою відносно 
серединної поверхні плити, а товщина плити збільшиться вдвоє. На серединній поверхні 
виконуються умови ковзного контакту верхньої і нижньої частин симетричної плити, тобто 
ковзкого контакту плити з основою. Для моделювання абсолютно жорсткого контакту на 
границі з основою в добудовану плиту вводиться додатковий тонкий шар великої жорсткості 
(«недеформівний шар»), що не змінює суть розрахункової моделі. НДС плити буде 
беззгиновим, що суттєво спрощує його моделювання. Для беззгинового НДС побудована в 
пружній постановці двовимірна, високого ступеня ітераційного наближення, але тривимірна за 
характером відображення НДС модель деформування багатошарових прямокутних плит на 
жорсткій основі з ізотропними та трансверсально-ізотропними шарами, яка достатньо повно 
враховує деформації поперечного зсуву та поперечного обтиснення при поперечному 
навантаженні плити. Модель – континуальна, тобто кількість рівнянь та порядок 
диференціювання розрахункової системи рівнянь не залежить від кількості шарів в плиті. Цей 
порядок диференціювання і кількість розрахункових рівнянь може залежати лише від порядку 
ітераційного наближення моделі. Приведено виведення розрахункових диференціальних 
рівнянь в узагальнених зусиллях та в функціях переміщень, а також отримано граничні умови 
варіаційним методом Лагранжа. Приведено результати аналітичного розв’язку задачі 
деформування однорідної прямокутної плити при ковзному контакті з жорсткою основою при 
граничних умовах типу Нав’є під дією поперечного синусоїдального навантаження. Виконано 
порівняння результатів розрахунків з точним тривимірним розв’язком. 

Ключові слова: багатошарова плита, жорстка основа, поперечний зсув, поперечне 
обтиснення, континуальна модель. 
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Abstract. The optimization of the design scheme of deformation of a rectangular multilayer plate 
with transversally isotropic layers resting on a rigid (non-deformable) foundation is proposed. The 
essence of optimization is to consider such a design diagram of the plate, in which the stress-strain 
state (SSS) of plate would be fully described by only one component, namely the unflexural 
component of symmetrical SSS relative to the middle surface of plate which is bilaterally 
symmetrically loaded. To do this, instead of the actual design of the multilayer plate, which is 
deformed without separation from the foundation, it is suggested to consider the design diagram of the 
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plate, which is formed by supplementing it with a symmetric one about the contact surface of the 
foundation. In this case, the plate will be symmetrically loaded with respect to the middle surface of 
the plate, and the thickness of the plate will double. On the middle surface, the conditions of sliding 
contact of the upper and lower parts of the symmetrical plate, i.e. sliding contact of the plate with 
foundation are fulfilled. To model absolutely rigid contact at the border with the foundation, an 
additional thin layer of high rigidity ("non-deformable layer") is introduced into the supplemented 
plate. This does not change the essence of the calculation model of plate. The SSS of plate will be 
unflexural, which significantly simplifies its modeling. A two-dimensional model of deformation of 
multilayer rectangular plates on a rigid foundation with isotropic and transversally-isotropic layers is 
constructed in an elastic formulation for a unflexural SSS, with a high degree of iterative 
approximation, but three-dimensional by the nature display of the SSS. This model sufficiently takes 
into account transverse shear deformations and of transverse compression of the plate under transverse 
loading. The model is continuous, that is, the number of equations and the order of differentiation of 
the solving system of equations does not depend on the number of layers in the plate. This order of 
differentiation and the number of solving equations can depend only on the order of iterative 
approximation of the model. The derivation of the solving differential equations in the generalized 
forces and displacement functions is given, as well as the boundary conditions are obtained by the 
variational Lagrange method. The results of the analytical solution of the problem of deformation of 
homogeneous rectangular plate in sliding contact with a rigid foundation whith Navier-type boundary 
conditions under the action of a transverse sinusoidal load are given. A comparison of the calculation 
results with the exact three-dimensional solution ones was made. 

Keywords: multilayered plate, rigid foundation, transverse shear, transverse compression, 
continual model. 
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 ВСТУП 1

Застосування понять симетрія, кососиметрія досить поширене в практиці 
інженерних розрахунків конструкцій, так як дозволяє іноді суттєво спростити підходи 
до розв’язання задач. В даному дослідженні ці поняття застосовано до розв’язання 
задачі аналізу напружено-деформованого стану багатошарових прямокутних плит, що 
спираються на недеформівну, абсолютно жорстку основу. Моделі деформування плит 
на жорсткій основі мають свою специфіку, оскільки в них переважає беззгинова 
складова НДС і важливу роль відіграють, окрім деформацій поперечного зсуву, також 
деформації поперечного обтиснення. 

2 АНАЛІЗ ЛІТЕРАТУРНИХ ДАНИХ ТА ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 

Як показано численними дослідженнями, ефекти поперечного обтиснення та 
поперечного зсуву при згинанні трансверсально-ізотропних пластин та в пластинах на 
пружних основах суттєво впливають на напружено-деформований стан пластин. 
Підходи до побудови уточнених моделей, в тому числі ітераційних за своїм змістом, які 
враховують ці ефекти, викладено в [1, 2]. Проте ці моделі являються згиновими за 
своїм змістом. А при деформуванні плит на недеформівній основі переважає беззгинова 
компонента НДС. Тому актуальною є розробка та числова реалізація беззгинової 
уточненої моделі НДС багатошарових плит на жорстких основах, причому важливим 
фактором є її континуальна концепція. Задачі деформування плит на жорсткій основі 
розглядались в уточненій постановці О. Г. Гуртовим [3], Гуртовим О. Г. і 
Тинчуком С. О. [4]. а в тривимірній постановці О. В. Марчуком [5]. Саме беззгинова 
уточнена континуальна модель розглянута в [4]. Подальші дослідження в цьому 
напрямку представлено в даній роботі. 

3 ЦІЛЬ ТА ЗАДАЧІ ДОСЛІДЖЕННЯ 

Метою роботи є розробка уточненої моделі беззгинового НДС плит та її 
застосування для дослідження НДС багатошарових ізотропних та трансверсально-
ізотропних плит, що опираються на жорсткі основи, за дії поперечних навантажень. 

4 РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛІДЖЕННЯ 

Розглядається лінійно-пружне деформування багатошарової прямокутної плити 
товщиною h  і розмірами в плані 1a  та 2a , яка опирається на жорстку основу. Шари 

плити nk ,1  трансверсально-ізотропні та ізотропні, кожний з довільною, але сталою 

товщиною kh . В ортогональній системі координат 1x , 2x , zx 3  площина 210xx  

співпадає з площиною контакту плити та основи (рис. 1) і паралельна з площиною 
ізотропії матеріалу в кожному щарі, а вісь z  направлена перпендикулярно до цієї 
поверхні контакту і до поверхонь міжшарового контакту. На плиту діє поперечне 
навантаження )( in xp , прикладене до верхньої поверхні плити. 

Застосовується наступна система позначень: верхній індекс в дужках позначає 

номер шару плити, а нижні індекси – напрямки координатних осей ( 2,1, ji ; 

3,1,  ); частинні похідні позначені нижніми індексами після коми ( ), x
    . 
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a                                         б 

Рис. 1. Розрахункова схема багатошарової плити на основі: 
а) загальний вигляд; б) поперечний переріз плити 

( )B iY x – реакція відпору основи, яка є невідомою функцією. Вводиться 

підсумовування за нижніми індексами, що повторюються. Сума інтегралів по z  від 
довільної функції ( )f z  з розривами на межах шарів kz b  позначена одним інтегралом 

від цієї функції 
1 1 0

1
( ) ( ) ( ) ( )

1

( ) ( ) ( ) ( )
r

k r

bz zk
k k r k

rb b b

F z f z dz f z dz f z dz
 





     . 

В довільній точці k-го шару компоненти вектора зміщень позначено функціями 

),()( zxu i
k
 , компоненти тензора деформацій – ),()( zxe i

k
 , компоненти тензора 

напруження – ),()( zxi
k

 . 

На поверхні S  контакту плити з основою при 0z  моделюється ковзкий контакт 
без тертя та без відриву від основи. Граничні умови для всіх компонентів вектора 
зміщень u  та для поперечних нормальних напруження 33  і поперечних дотичних 

напруження 3i  на поверхні S  мають вигляд: 

(1) (1) (1)
33 30; ; 0; 1, 2; 1, 3; 0B iu Y i z          . (1) 

Між шарами плити виконуються умови жорсткого контакту без проковзування на 

поверхнях з координатою kz b  ( 1, ( 1)k n  ): 

( ) ( 1)( , ) ( , )k k
i k i ku x b u x b 

 ; ( ) ( 1)
3 3( , ) ( , )k k

i k i kx b x b    . (2) 

Розв’язання задачі з визначення НДС плити виконаємо наближено, зведенням 
тривимірної задачі до двовимірної. Застосуємо для цього метод гіпотез, зокрема 
континуальний підхід [1, 4], задавши гіпотетично функції розподілу НДС за 
поперечною координатою z . 

Ґрунтуючись на розкладанні НДС плити на згинові та беззгинові складові, 
пропонується оптимізація розрахункової схеми деформування прямокутної 
багатошарової плити на жорсткій основі. Суть оптимізації полягає в розгляді такої 
розрахункової схеми плити, в якій НДС плити повністю описувався б лише одною 
складовою, а саме беззгиновою складовою НДС. Для цього замість реальної 
конструкції багатошарової плити (рис. 2, а), що деформується без відриву від основи, 
пропонується розглядати розрахункову схему плити, яка утворена симетричною 
добудовою відносно поверхні контакту даної плити з основою.  У цьому випадку плита 
буде двосторонньо симетрично навантаженою відносно серединної поверхні плити, а 
товщина плити збільшиться вдвоє  (рис. 2, б).  
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Оскільки у випадку жорсткої основи деформації основи відсутні, координатну 
поверхню 1 20x x  сумістимо з поверхнею контакту плити і основи (рис. 2, б). Тоді 

функція прогину на цій поверхні ( ) 0jw x   при 0wz   , і отже w  не увійде у вираз, 

що апроксимує зміщення ( )
3

ku . 

 
           а                          б                              в 

Рис. 2. Схеми оптимізації розрахункової схеми плити: 
а) задана розрахункова схема; б) оптимізована розрахункова схема плити за умови ковзкого контакту з 

основою; в) оптимізована розрахункова схема плити за умови жорсткого контакту з основою 

Для моделювання жорсткого контакту плити з основою без проковзування в 
розрахунковій схемі (рис. 2, в) всередині плити потрібно додатково вводити відносно 
тонкий, у порівнянні з іншими шарами, товщиною 0h  „абсолютно” жорсткий 

прошарок, позначений 0k  . „Абсолютна” жорсткість прошарку (відносно жорсткості 
інших шарів) забезпечується прийняттям відносно великих модулів пружності 

(0) (0)E E nE  ; (0) (0)G G nG  ; 0    , де 310n  , а E  і G  – найбільші значення 
модулів пружності та зсуву із усіх наявних матеріалів шарів у плити. У цьому випадку 
граничні умови при 2/0hz   матимуть вигляд: 

(1) (1) (1)
3 30; 0; 0i iu u     (при 2/0hz  ).  (3) 

І хоча на поверхні 0z   залишаються справедливими умови (1), проте (1) 0iu   

внаслідок відносно великої жорсткості прошарку. 
В результаті континуального наближеного моделювання за методикою, 

викладеною в [4], отримано компоненти вектора переміщень і кінематична модель 
(модель 1) має вигляд: 

3 3

( ) ( ) ( )
3 3 , 33,( ) ( ) ; 1, 2k k k

t tu z z p t     ;  
( ) ( ) ( ) ( )

3 , 33( ) ( ) , ( ) ; 1, 4
i

k k k k
i i t t i ir iru v z z p z r         . (4) 

При цьому компоненти зміщень представлені сумами добутків гіпотетично 

заданих степеневих функцій )()(
3 , k

ir
k
t   поперечної координати z , представлених в [4], 

та шуканих функцій t  – функцій поперечного обтисненя, ir – функцій поперечного 

зсуву і iv  – горизонтальних переміщень координатної поверхні 210 xx . 

Таким чином, тривимірна задача НДС зведена до уточненої двовимірної задачі 
НДС з шуканими функціями двох координат 21, xx . 

Проте, при застосуванні числових методів розрахунку, зокрема ВРМ, виявляється 
необхідним замінити )( ixp  в (4) невідомою функцією обтиснення )(3 ix . Таким чином, 

далі реалізується також модель 2 у вигляді, що містить лише невідомі функції 
координатної поверхні 210xx : 
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( ) ( )
3 3 , ( ) ; 1, 3k k

t tu z t   ; 

( ) ( ) ( )
3 ,( ) ( ) ; 1, 4

i

k k k
i i t t ir iru v z z r       . (5) 

Шукана функція )(3 ix  – гладка й відповідає умовам нерозривності й 

диференційованості так само, як і функції i , 1 , 2 , ir . 

Для підвищення точності апроксимації беззгинового НДС у моделі (4), (5) 
включені запропоновані в [4, 6, 7] функції, що моделюють ефекти від поперечних 
зсувних деформацій та від деформацій поперечного обтиснення у вищих наближеннях. 
Ці апроксимуючі за координатою z функції мають вигляд: 

3 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 , 3333 33, 3333

0 0

;
z z

k s s k s
t ta f dz a dz    ; 

3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3 3 ,

0 0

; ; 1, ; 1, 3
z z

k s s k s
ir i i ir l la f dz dz s k l        .  (6) 

Функції 12)(
,3 ][
3

 tk
tl za  – непарного степеню z , а функції tk

tirl za 2)(
3 ];[   – 

парного степеню z . 
Зокрема, для однорідної пластини функції (6) запишуться у вигляді: 

3 3

5 5 3
31, 3333 33, 3333(48 40 15 ) / 5760; ;jjjj

z
A a H a H

H
           ; 

6 6 4 2 2 2
31 3333 33 3333(16 20 15 ) /11520; / 2; 1, 2jjjjA a H a H j          ; 

3

2 7 7 5 3
32, 3333 3 3 (192 336 196 63 ) / 967680; 0,5 0,5jjjj j jA a a H            ; 

1935360/)639811248( 24688
333333

2
32   HaaA jjjjjj ;               

4 4 2 2 2 6 6 4 2
1 3 3 2 3 3(2 ) / 48; (16 20 7 ) /11520i iiii i i i iiii i iA a H A a H             ; 

1935360/)319811248( 246883
33

3
3   HaA iiiiiii ;                     

928972800/)381124015689602560( 246810104
33

4
4   HaA iiiiiii . (7) 

Розрахункову систему рівнянь та граничні умови для варіанту моделі 1 отримаємо 
із варіаційного принципу Лагранжа, за яким варіація повної потенціальної енергії 
складає: 

1 1 0n LU П H H       .   (8) 

Тут П – варіація потенціальної енергії деформації має вигляд: 

   

  
3

33

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, 3 , , 3 ,

( ) ( )
33 3 ,

( ) ( ) ( )

( ) .

n

j ij j

n

b
k k k k k

ij i t t ir ir i ir ir

S b

k k
t t

П v z z z

z dz dS

          

   



         

  

 
 (9) 

Для навантаження, прикладеного на зовнішніх горизонтальних поверхнях плити, 
варіація роботи має вигляд: 

dSpH
S

t
n

t

n

tn  




 




)(

,3

)(

,31 33
,  (10) 
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де 
)(

,3 3

n

t  та 
)(

,3 3

n

t


 – значення функції )(

,3 3

k
t  при nbz   (рис. 2, б, в) в точках на 

поверхнях плити ( nk  ). 
Варіацію роботи поверхневих сил на торцях плити зведемо до роботи контурних 

сил на контурі плити L  в площині 21 xx . Запишемо її у вигляді 


3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 3 , 3 3 ,

( ) ( ) ( )
3 ,

( ( ) ( ) ) ( ( ) )

( ( ) ( ) ) ; 1, 2; 1, 4.

n

m

n

l

b
k k k k k

L mm m t t mr mr m t t

L b

k k k
ml l t t lr lr

H v z z z

v z z dz dL t r

         

     



      

    

 
 (11) 

Для отримання із функціонала повної енергії (8) розрахункової системи 
диференціальних рівнянь введемо наступні узагальнені зусилля: 

( ) [ ] ( ) ( ); ; 1, 3; 1, 4
n n

n n

b b
k s k k

ij ij ij ij s

b b

N dz M dz s
   

 

     ; 

3 33

[ ] ( ) ( ) [3 ] ( ) ( )
3 , 3 33 3 ,;

n n

n n

b b
s k k t k k

i i s t

b b

Q dz N dz
   

 

   .  (12) 

Із варіаційного рівняння отримуємо систему диференціальних рівнянь в 
узагальнених зусиллях, вигляд якої і кількість рівнянь не залежить від числа шарів у 
плиті:  

, 0 ( ); , 1,2
jij iN v i j  ; 

 
3 3

[3 ] [3 ] ( ) ( )
, 3 3 , 3 , 0 ( ); 1, 2

ij

t t n n
ij t t tM N p t        ; 

[ ] [ ]
, 0 ( ); 1, 4

j

ir ir
ij i irM Q r   , (13) 

де в дужках вказано відповідні множники варіацій шуканих функцій в П . 

Граничні умови на краях та на торцях плити 0mx , mm ax   ( 2,1, lm ) мають 

вигляд: 

   * *0; 0mm mm m ml ml lN N v N N v     ; 

   [3 ] [3 ] [3 ]* [3 ]* [3 ] [3 ]*
, , , ,2 0; 0

m l l m

t t t t t t
mm ml ml m t mm mm tM M M Q M M        ; 

   [ ] [ ]* [ ] [ ]*0; 0mr mr lr lr
mm mm mr ml ml lrM M M M       .   (14) 

Для їх виконання достатньо щоб один із множників дорівнював нулю в кожній 
умові. 

Розрахункова система диференціальних рівнянь відносно функцій зміщень у 
частинних похідних зі сталими коефіцієнтами отримана із системи (13) підстановкою 
виразів для зусиль (12) та з використанням кінематичних гіпотез (4) моделі 1, 
співвідношень Коші й закону Гука. Система має вигляд: 

     puL  ,  (15) 

де  u – матриця шуканих функцій, яка має вигляд 

   T
rrtvvu 2121 ,,,,  .  (16) 

 L  – матриця диференціальних операторів 
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 ,   (17) 

де в диференціальних операторах f
kL   верхній індекс f  вказує на невідомі функції 

зміщень, що підлягають диференціюванню. В цих операторах множник типу ij),(  

потрібно розуміти як диференціювання 2( ), ( )ij i jx x     відповідних функцій f  

(позначені в операторі верхнім індексом), а індекс k  позначає функцію, при варіюванні 
якої отримано даний оператор; 

 p  – матриця, що враховує задане зовнішнє навантаження p  і має вигляд 

    ppppppp T
vv rrt


2121

,,,,  .   (18) 

Диференціальні оператори в (17) мають вигляд: 

0 0 0 0( ), ( ), ; ( ), ( ),ji

i i

vv
v ii jj v ji jiL B F L B F        ;  

3 3 3( ), ( 2 ) ( ), ( ), ; ( ), ( ),t ir

i iv t iii t t ijj t i v ir ii ir jjL B B F P L B F              ; 

3 3 3( ), ( ), ; ( ), ( 2 ) ( ), ( ), ; , 1, 2jr i

i t

v
v jr ji jr ji t iii t t ijj t iL B F L B B F P t q

              ;  

)(),()(),()42(),( 33333333  qtiiqtqtiijjqtqtiiiiqt RHJKDDL t

q


 ;      

3 3 3( ), ( 2 ) ( ), ( ), ; , 1, 4ir

t

i i i i
rt iii rt rt ijj rt iL D D K J r g

         ; 

( ), ( ), ( ); ( ), ( ),jrir

ig ig

ii ii i ij ij
gr ii gr jj gr gr ij gr ijL D K T L D K

              .  (19) 

Диференціальні оператори kp   в (18) мають вигляд: 

iijjiiiv PFBBp
i

),(),()2(),( 3333333  ; 

  )()(),()(),()42(),( )(
,3

)(
,3

3
33

3
33

33
33

33
33

33
33 33

 n
t

n
tqtiiiijjiiii RHJKDDp

t
 ; 

i
i

rijj
i
r

i
riii

i
r JKDDp

ir
),(),()2(),( 3

3
3

3
3

3
3  . (20) 

Сталі коефіцієнти в диференціальних операторах (19) і (20) є узагальненими 
фізико-геометричними характеристиками плити і визначаються наступним чином: 

33

0 1111 0 1122 1111 1122

1133 3 , 0

; ; ; ;

; ; ; , 1, 3;

n n n n

n n n n

n n n

n n n

b b b b

s s s s

b b b b

b b b

t t s s

b b b

B A dz B A dz B A dz B A dz

P A dz F Gdz F G dz

   

 

 

   

   

  

    

   

   

  
 

33 33

1111 1122

1133 3 , 1133 3 ,

; ; , 1, 4; ;

; ;

n n n

n n n

n n

n n

b b b

fs f s fs f s fs f s

b b b

b b

f t f t ts t s

b b

K G dz D A dz s f D A dz

J A dz H A dz
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33 33 3 33333 3 , 3 , , ,; , 1, 3; ; , 1, 4
n n

n n

b b
i

tq t q rg ir ig

b b

R A dz t q T G dz r g   
 

     . (21) 

Загальний порядок диференціювання системи (15) не залежить від кількості шарів і 
визначається як 2 2 (1 ) 4n r t      .  

Для варіанту 2 моделі (5) кількість шуканих функцій обтиснення збільшується з 

двох до трьох t  ( 3,1t ), а вплив зовнішнього навантаження на НДС плити в 

функціоналі повної енергії (8) враховується функціоналом роботи зовнішнього 
навантаження (10). 

Система розрахункових рівнянь в узагальнених зусиллях та граничні умови для 
моделі варіанту 2 аналогічні (13) та (14), проте збільшується кількість невідомих 

функцій обтиснення ( 3,1t ). Система розрахункових рівнянь в зміщеннях має вигляд 
(15), проте для варіанту моделі 2 спрощується права частина (18) до вигляду: 

 
3 3

( ) ( )
3 , 3 ,0; ; 0; 1, 3

i t ir

n n
v t tp p p p t          . (22) 

5 ОБГОВОРЕННЯ РЕЗУЛЬТАТІВ ДОСЛІДЖЕННЯ 

Для обґрунтування достовірності отриманої моделі розглянуто задачу плоскої 
деформації товстої однорідної плити на жорсткій основі під дією синусоїдального 
навантаження )/sin( 110 axpp  . Матеріал плити ізотропний з коефіцієнтом Пуассона 

3,0 ; 6,0h м; 8,11 a м ( 3/1 ha ; 5,1/1 Ha ). На контурі ( 11 ;0 ax  ) виконуються 

граничні умови Нав’є: 032  uu ; 011  . Контакт плити з основою ковзкий. 

  

         а                 б 

Рис. 3. Графіки функцій розподілу напруження 3i  по висоті однорідної плити 

  

         а           б 

Рис. 4. Графіки функцій розподілу напруження 33 по висоті однорідної плити 
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Гіпотетичні функції розподілу напруження по висоті для симетрично добудованої 
(рис. 2, б) однорідної плити за ковзкого контакту з основою мають вигляд  (

5,05,0   ; Hz / ) представлені на рисунках 3 і 4.  
Гіпотетичні функції розподілу зміщень (6), (7) по висоті плити представлені на 

рисунках 5 і 6.   

 
            а                  б 

 
                 в 

Рис. 5. Функції розподілу зміщень 3u  по висоті плити 
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             д 

Рис. 6. Функції розподілу зміщень iu  по висоті плити 

В результаті розрахунку ізотропної плити отримано розподіл  відносних 
нормальних зміщень  hpEuu 03

#
3 /  посередині плити ( 2/11 ax  ) та відносних 

тангенціальні зміщень  hpEuu 01
#
1 /  на краю плити ( 11 ax  ) (рис. 7). Розрахунки 

виконані за моделлю (4)  при утриманні в ній двох невідомих функцій поперечного 
обтиснення та двох функцій поперечного зсуву.  

В дужках курсивом (рис. 7, рис. 8) показані результати за тривимірним розв’язком 
(Т), отримані нами з використанням підходу [8]. 

  
а б 

Рис. 7. Відносні зміщення по висоті однорідної ізотропної плити: 
а) нормальні зміщення #

3u ; б) тангенціальні зміщення #
iu  

Епюри розподілу відносних напруження #
0/ p    посередині плити (

1 1 / 2x a ) показано на рис. 8. 

   
        а        б          в 

Рис. 8. Епюри відносних напруження #
 по висоті однорідної ізотропної  плити 
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З результатів розрахунків (рис. 7, рис. 8) видно, що запропонована оптимізована 
модель (4) якісно і кількісно практично точно відображає НДС в однорідній ізотропній 
плиті в порівнянні з тривимірним розв’язком (Т). 

 

6 ВИСНОВКИ 

Побудовано варіант уточненої структурно-континуальної моделі з гіпотезами 
ітераційного типу та реалізовано методику високоточного розрахунку в пружній 
постановці НДС поперечно навантажених багатошарових прямокутних товстих плит на 
жорсткій основі з ізотропними та трансверсально-ізотропними шарами. Модель 
беззгинового НДС враховує деформації поперечного зсуву та поперечного обтиснення. 
З варіаційного принципу Лагранжа отримано систему розрахункових рівнянь відносно 
невідомих функцій переміщень. 

Встановлено певні особливості НДС: в ізотропній плиті максимуми напруження 

11 , 22  знаходяться біля навантаженої верхньої поверхні плити. Тангенціальні 

переміщення iu набувають максимуму біля поверхні контакту з основою, що може в 

деяких конструкціях перевищувати допустимі деформації. 
При стиску плити і ковзкому контакті з основою в плиті біля основи з’являються 

напруження розтягу, що може бути небезпечним для плити або шару з крихкого 
матеріалу. 
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